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Resumo

Palavras-chave:

Neste trabalho temos como objectivo principal mostrar que
toda transformacdo de Mobius determinada por um elemento
A de SL(2,C) possui o mesmo efeito nas direccdes nulas
passado que as transformacdes de Lorentz correspondentes
a A pela transformacao spinor. Comegcamos o nosso estudo
tecendo algumas considera¢des sobre uma classe particular de
funcbes racionais definidas no plano complexo ampliado: as
transformacgoes de Mébius. De seguida introduzimos o grupo de
Lorentz estudando algumas das suas propriedades e derivando
duas das suas consequéncias mais notdveis: a dilatacdo do
tempo e a relatividade da simultaneidade.

Esfera de Riemann, Transformagoes de Mdbius, Transformagoes
de Lorentz, Direccdo Nula, Transformagdo Spinor.



Abstract

Keyswords:

The main objective of this work is to show that any Mobius
transformation determined by an element A of SL(2,C) has the
same effect on past null directions as the Lorentz transformations
corresponding to A under the spinor transformation. We begin
our study by making some considerations about a particular class
of rational functions defined in the expanded complex plane:
the MGobius transformations. We then introduce the Lorentz
group by studying some of their properties and deriving two of
their most striking consequences: the dilation of time and the
relativity of simultaneity.

Riemann Sphere, Mobius Transformation, Lorentz Transforma-
tion, Null Direction, Spinor Transformation.
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Capitulo

Introducao

Uma transformacao de Mobius é uma funcao racional complexa de varidvel complexa
da forma T(z) = (az + b)/(cz + d), onde a,b,c,d sao nimeros complexos que satisfazem
a condi¢ao ad — bc # 0. Segundo Needham [12] essas transformagoes possuem atributos
notaveis e encontram aplicacoes variadas.

Em 1905, Einstein publicou um artigo célebre intitulado “Zur Elektrodynamik bewegter
Korper” [1] em que expde uma nova teoria do espago e do tempo, a chamada teoria da
relatividade restrita ou especial. Apesar de tal teoria ser hoje em dia conhecida como a
generalizagao da mecanica cldssica para velocidades préximas a da luz, ela nao nasceu de
consideracoes mecanicas, mas sim de certas inconsisténcias entre o principio da relatividade
de Galileu e o electromagnetismo (vide e.g [1]).

As transformacoes de Mobius estao intimamente relacionados com a teoria da relativi-
dade restrita de Einstein (vide [15]). Apelando a geometria do espago-tempo de Minkowski,
esta relacao tem sido explorada, com sucesso notavel, pelo matematico e fisico inglés, Sir
Roger Penrose.

Em [11], Nabor considera que o espago-tempo de Minkowski, cujos elementos sdo cha-
mados de eventos, é a arena apropriada dentro do qual se formulam as leis da fisica que
nao se referem especificamente a fenémenos gravitacionais.

Neste trabalho, estaremos interessados numa determinada classe de observadores, cham-
dos “admissiveis”, e nos meios que utilizam para descrever (localizar no espago e no tempo)
um dado evento. Vamos denotar os sistemas de coordenadas tridimensionais dos observa-
dores O e O, respectivamente, por X e 5.

Cada observador admissivel situa-se na origem de um sistema cartesiano tridimen-
sional (baseado numa unidade de comprimento combinada) em rela¢ao a qual os
fotoes se propagam, em qualquer direccao, de forma rectilinea.

E um facto da experiéncia humana que cada observador possui um senso de ordem
temporal inato e intuitivo que se aplica a eventos na sua linha do mundo (sequéncia continua
de eventos) (ver e.g. [I1]). Esse sentido, no entanto, nao é quantitativo; ndo hd um senso
preciso e confiavel de “igualdade” para intervalos de tempo.



Introdugao

Cada observador admissivel dispoe de um relogio, baseada numa unidade de tempo
combinada, com a qual fornece uma ordem temporal quantitativa para os eventos na
sua linha do mundo.

Para que um observador possa atribuir “tempo” a eventos arbitrarios, é preciso espe-
cificar um procedimento para a localizagao e sincronizacao de relégios em todo o sistema
de coordenadas espaciais. Para uma resenha de como sincronizar os relégios remetemos o
leitor para [11] ou capitulo 1 de [11].

Estando os relogios sincronizados pede-se a todos os observadores que multipliquem
cada uma das suas leituras de tempo pela constante ¢ = 300000 km/s e mendem o tempo
em unidades de distancia (tempo de viagem da luz, por exemplo, um metro de tempo
é a quantidade de tempo necessaria para que luz percorra um metro no vacuo). Com
estas unidades todas as velocidades sao adimensionais e ¢ = 1. Tais leituras de tempo
para os observadores O e O serdo designados, respectivamente, por x*(= cf) e #*(= cf).
Desse modo cada um dos observadores O e O estabeleceu, respectivamente, um sistema
de referéncia S(x!,x%,x3,x*) e ;9(321,3?2, £3,2%). Sendo assim, pode-se perguntar, como as
coordenadas de um evento em S estao relacionadas com as coordenadas do mesmo evento
em S8? Ou seja, o que pode ser dito sobre a transformacio F : R* — R* definida por
F(x', x%,x3,x*) = (&1, 22, £3,£%)? Para responder a essa pergunta vamos admitir, como feito
em [11], a seguinte suposi¢ao de causalidade:

Quaisquer dois observadores admissiveis concordam com a ordem temporal de quais-

quer dois eventos na linha do mundo de um fotdo, ou seja, se dois desses eventos

tem coordenadas (x',x?,x3,x*) e (x(l), x%, xg, xé) em S e (&1, %£%,%%,%%) e (3?(1), J?%,J?O, ﬁé)
em S, entdo Ax* = x* — x‘é e AR = 2% - 3?3 possuem o mesmo sinal.
Portanto, os observadores O e¢ O concordam com qual dos dois eventos ocorreu primeiro
e, além disso, a transformacao F preserva a ordem da quarta coordenada, pelo menos para
eventos que se encontram na linha de mundo de um fotao.

Como os fotoes propagam-se em linha recta com velocidade 1, dois eventos na linha do

mundo de um fotao tem coordenadas em S que satisfazem

= =t -x]), k=1,2,3
onde 0!, ©? e v® sdo constantes satisfazendo (v')? + (v?)? + (¢°)?> = 1. Consequentemente
(! —xp)* + (= x)* + (2 — x3)? — (x* — x5)* = 0. (1.1)

Geometricamente, (1.1) é interpretada como sendo a equacio de um cone em R* com
vértice em (x(l), x%, xg,xé). Tudo isso deve ser verdade em qualquer sistema de referéncia
admissivel, de modo que F deve preservar o cone (1.1). Assim, a transformagao de coorde-
nadas F : R* — R* leva o cone (1.1) no cone

R =2+ @ -2+ (@ -2 - (@ -%5)> =0. (1.2)

o4 o o4 4 o o4
onde * > %, sempre que x* > x.
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Introdugao

Nota. Faremos o uso da convencao de soma de Einstein de acordo com a qual um indice
repetido, um subescrito e um sobescrito, indica uma soma sobre o conjunto de valores que
o indice pode assumir. Por exemplo, se a e b sao indices que variam em {1,2,3,4}, entao

a

xX‘e, g

e, = X'e; + x%ey + X3e; + xey,

-

X

a=1
4
At = Z A%t = A" xt + A" + A%+ A"t
b1
Na'w’ = nno'w' + npo'w? + nizo'w?® + nuotw* + nuotw' + - - + ot

Em 1964, Zeeman [13], provou que qualquer transformacao F é uma composigao das se-
guintes transformacoes:

1. Translagoes: 2" =x*+ A", a=1,2,3,4, para alguma constante A*,

2. Homotetias: ¥ = kx”, a=1,2,3,4, para alguma constante k > 0;

3. Transformacoes lineares:

=AW a=1,2,34 (1.3)

onde a matriz A = [A"p],p=1234 satisfaz as duas condigoes:

ATnA =1, (1.4)
onde T significa transposta e
100 O
1010 0
T™loo1 o
000 -1
e
Aty > 1 (1.5)

Nesta dissertagao estaremos interessados em estudar sistemas admissiveis relacionados
pelas transformagoes da forma (1.3) sujeitas as restrigoes (1.4) e (1.5). Estas sao as chama-
das transformacoes de Lorentz ortocrénicas e como mostraremos no capitulo 6, sdo precisa-
mente as transformacoes que deixam invariante a forma quadrética (x')?+(x?)%+(x%)> — (x*)?
e que preservam a orientagao temporal descrito imediatamente apds (1.2). Ea geometria
dessa forma quadratica, a estrutura do grupo de Lorentz e algumas das suas interpretacoes
fisicas que serao nosso objectivo nos capitulos 5 e 6.

H&, no entanto, mais um item na agenda das nossas observacoes introdutérias, e na
verdade ¢é pedra angular sobre a qual a teoria da relatividade restrita é construida.

O Principio da Relatividade: Todos os sistemas de referencias admissiveis sao com-
pletamente equivalentes para a formulacao das leis da fisica.
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Introdugao

O Principio da Relatividade é uma ferramenta poderosa para a construcao da fisica da
relatividade restrita (vide [11]). Este Principio afirma que nao ha observadores adimissiveis
distintos, isto é, que nenhum pode reivindicar ter uma visao priviligiada do universo.

Os observadores admissiveis, como veremos, poderao discordar sobre algumas coisas
bastante surpreendentes, como por exemplo, se dois eventos sao simultaneos ou nao.

O nosso trabalho consta de trés momentos. No primeiro, introduzimos as transforma-
¢oes de Mobius estudando algumas das suas propriedades basicas, no segundo apresentamos
as transformacoes de Lorentz (grupo de Lorentz) e deduzimos algumas das suas consequén-
cias mais imediatas e, no terceiro momento estabeleceremos uma relacao existente entre as
transformacoes de Mdébius e as transformagoes de Lorentz via transformagao spinor.

No capitulo 2 sao apresentadas, algumas nogoes de varidvel complexa e de grupos,
para o uso nos capitulos seguintes. No capitulo 3 ampliaremos o sistema C dos m’lmer9§
complexos com a introducao do infinito, oo, deﬁnindo,/\assim, o plano complexo ampliado C
e, estudaremos algumas das relacoes existentes entre C e a esfera unitaria $2, via projeccio
estereografica.

No capitulo 4, definiremos as transformacoes de Mobius e mostraremos algumas das
suas propriedades, como por exemplo, uma estrutura de grupo no conjunto destas trans-
formagoes e da preservacao de “circunferéncias”. No capitulo 5 introduzimos o espaco
vectorial quadridimensional no qual estd definida uma forma bilinear simétrica, nao de-
generada e de indice 1 chamado espago-tempo de Minkowski. Em seguida introduzimos
o grupo das transformacoes lineares de R* que perservam a forma de Lorentz, chamado
grupo de Lorentz e, discutiremos algumas das suas consequéncias a saber: a dilatacao do
tempo, a relatividadae da simultaneidade e a lei da composi¢ao das velocidades.

No capitulo 6 estudaremos o homomorfismo spinor entre o grupo linear especial SL(2, C)
e o grupo de Lorentz L, com o objectivo de mostrar que toda transformacao de Mo6bius
determinada por A € SL(2,C) possui o mesmo efeito nas direcgoes nulas passado que as
transformacoes de Lorentz Ay determinada por A.

Finalmente, terminamos esta dissertacao apresentando no capitulo 7 algumas conside-
ragoes sobre o trabalho desenvolvido.
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Capitulo

Preliminares

Neste capitulo introduziremos algumas defini¢goes e resultados de grupos e da anélise
complexa que serao utilizados nos capitulos seguintes. Nao temos o intuito de fazer uma
exposicao sistematica nem completa desses preliminares. Sempre que for possivel, daremos
as indicagoes bibliograficas necessarias para que o leitor encontre as demonstragoes aqui
omitidas. De um modo geral, as referéncias principais para este capitulo sao [3] e [J].

2.1 Variavel complexa

Nesta sec¢ao estudaremos a nocao de corpos dos nimeros complexos e também iremos
investigar algumas das consequéncias geométricas da existéncia de derivada de uma fungao
complexa de varidavel complexa.

2.1.1 Corpo dos niimeros complexos

Dados z = (a,b), w = (c,d) em R?> e um ntimero real A, definimos a soma z + w e o
produto por escalar Az pondo

z+w = (a+cb+d), (2.1)
Az = (Aa, AD).

Estas operacoes fazem de R? um espaco vectorial bidimensional sobre o corpo dos
numeros reais, no qual o elemento neutro para adi¢ao é (0,0) e o elemento simétrico de
z = (a,b) é —z = (—a,—b). Além da estrutura de espaco vectorial, o plano IR? possui uma
multiplicagao, segundo a qual o produto de z = (a,b) por w = (¢, d) é definido pela seguinte
regra:

z-w = (ac — bd, ad + bc). (2.2)

Nao ¢é dificil verificar que esta multiplicacao é comutativa, associativa, distributiva em
relagao a adigdo e admite o elemento (1,0) como elemento neutro multiplicativo.



Cap 2. Transformagoes de Mdbius

Quando quisermos dizer que estamos considerando o conjunto IR? munido da multi-
plicacao definida em (2.2), usaremos a notacdo C(= R?) chamado conjunto dos mimeros
complexos.

Lema 1. Se z é um nimero complexo nao nulo, entdo existe z7' € C, chamado inverso
multiplicativo, tal que z-z7' = (1,0).

Teorema 1. O conjunto C dos numeros complexos munido da adi¢do (2.1) e da multipli-
cacdo (2.2) define um corpo, chamado corpo dos niumeros complexos e representa-se pela
notagao (C, +,).

Nota 1. O subconjunto de C,
C = {(ﬂ,O) ra € R}

¢ um corpo. A funcdo f : IR = C; definida por f(a) = (a,0) € um isomorfismo entre corpos,
como facilmente se comprova. De facto, f € claramente bijectiva e, para a,b € R, tem-se

fla+Db)=f(a)+ f(b) e flab)= f(a)f (D).
Podemos, assim, identificar (a,0) com a e considerar R como subconjunto de C.

Denotemos o par (0,1) pelo simbolo i. Obtemos deste modo, a seguinte representagao
para os numeros complexos:

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0) (0,1) = a + bi,

tendo em conta a identificagdo definida pela fungao f acima. Assim, a forma (a,b) = a +bi,
com a,b € R, determina um novo modo de representar os numeros complexos, o qual
¢ habitualmente designado por representacao algébrica dos complexos. O simbolo i é a
unidade tmagindria. Da definicao (2.2) dada para a multiplicacao de niimeros complexos
resulta que: i = —1.

Observacao 1. Sendo C um corpo, a multiplicacao € comutativa, por isso, também pode-
mos escrever (a,b) = a+1ib, com a,b € R. Com esta notacao, a definicio do produto z - w
se torna natural: para multiplicar z = a + ib por w = ¢ + id, opera-se como se fosse com
nimeros reais, tendo-se apenas o cuidado de substituir i* por —1. Assim,

z-w = (a+ib)(c+id) = ac+i(bc+ ad) + i°bd
(ac — bd) + i(bc + ad).

A ordenacao usual em IR nao pode ser estendida para o corpo dos nimeros complexos,
carecendo de sentido desigualdades entre niimeros complexos do tipo z < w.

Proposicao 1. O corpo (C, +,-) dos nimeros complexos nao € ordenado, para a ordenag¢dao
usual nos reais.

Demonstragao. A demonstracao dessa proposicao pode ser encontrada em [3]. |
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Cap 2. Transformagoes de Mdbius

Nota 2. Ao longo do trabalho, qualquer desigualdade que venha ocorrer, dird respeito
unicamente a numeros reais, mesmo que tal nao seja explicitado.

Definicao 1. Dado o nimero complexo z = a + ib, os nimeros reais a e b dizem-se,
respectivamente, parte real e parte imagindria de z, sendo denotados, respectivamente, por
Re(z) e Im(z). Chama-se conjugado de z = a + ib ao numero complexo z = a —ib. Ao
nimero real ndo negativo |z| = Va? + b?> chama-se mddulo ou valor absoluto de z.

O teorema que se segue lista um conjunto de propriedades referentes ao maédulo e
conjugado de niimeros complexos. Para a demonstragao, veja por exemplo, [3].

Teorema 2 (Propriedades do médulo e do conjugado). Para z,w € C, tem-se:

(a) z+z=2Re(z) (b) z -z =2iIm(z) (c) zzw=zzxw
(d) Zw=Zw (e) 2=z (f) Izl = [zl
(8) zz =1z (h) z7' =2/, z# 0 (1) lz+wl < [zl + [w]

Uma vez que, o conjunto dos ntimeros complexos C nada mais é que o conjunto R?,
podemos identificar o nimero complexo z = x+iy com o ponto (x, y) do plano cartesiano, a
que é vulgar chamar afizo de z. Quando a cada nimero complexo z se associa o seu afixo,
¢ usual designar-se o plano cartesiano oxy por plano complexo ou plano de Argand.

v A
Z 4+ w

"y

wl

Fig. 2.1: Interpretacao geométrica de: adicao, subtraccao, médulo e conjugado.

Definicao 2. Seja z € C —{0}. O argumento de z, denotado por arg(z), ¢ a medida
de amplitude, em radianos, do angulo do vector z, contado a partir da parte positiva do
eizo das abcissas. Este angulo considera-se positivo se se mede no sentido anti-hordrio e
negativo no sentido contrdrio.
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rsin @

Fig. 2.2: Forma trigonométrica de um nimero complexo.

Sendo 6 o argumento de z e definindo r = |z|, a figura (2.2) mostra que
z =r(cos O +isin0),
chamada forma trigonométrica ou polar de z.

Observacgao 2. Também é usual utilizar-se o simbolo €, o qual € definido através da

formula de Fuler:

0

¢® = cos O +isin 6.

Assim, podemos representar o niimero complexo z na sequinte forma: z = re'.

2.1.2 Holomorfia

Esta subseccao centra-se na investigacao de algumas das consequéncias geométricas da
existéncia de derivada de uma funcao complexa. Para tal, iniciamos a mesma introduzindo
a nocao de derivada de uma func¢ao complexa.

Definicao 3. No conjunto dos nimeros complexos, um dominio é um subconjunto nao
vazio, aberto e conexo.

Definicao 4. Seja f uma fungao complexa de varidvel complexa definida num dominio D
e seja zg € D. A funcao f: D C C — C diz-se derivdvel em zo € D, se existe e € finito o
limite da razao incremental

@)= fla)

2.3
Z—7Zg Z—2 ( )
A este limite chama-se derivada de f no ponto zy e representa-se por f’(zp).

Observacao 3. Escrevendo na expressao (2.3) Az = z—zy, a derivada de f no ponto zy € D

torna-se o limite:
. f(z0+ Az) = f(z0)
lim .

Az—0 Az
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Assim, se eziste a derivada de f no ponto zg, entdo para cada nimero positivo € > 0, existe

um 6 > 0 tal que
[t AAZ; —JE) f'(zo)| <&,

sempre que |Az| < 6. O ponto z € livre de se aproximar de zo sequndo uma direc¢ao
arbitrdria. Para que f seja derivdvel no ponto zy, a razao incremental deverd tender para
um unico valor, independentemente da direccio sequndo a qual Az se aproxima de zero.
Assim, f nao pode ter derivada em zo se a razdao incremental apresentar diferentes valores
de limite quando Az se aproxima de zero sequndo direccoes diferentes.

Nota 3. As formulas basicas de derivacao (derivada da soma, do produto, do quociente, da
fungdo composta) podem ser deduzidas da definicao de derivada complexa e dos teoremas
sobre limites, como no caso das fungoes reais de varidvel real.

Suponhamos que f : D € C — C, onde f(z) = u(x, y) +iv(x, y), tem derivada num ponto
Zop = Xp + 1Yo do dominio D. Assim sendo, ¢ natural indagar se existe uma férmula que nos
permite calcular f’(zp) em termos de u(x, y) e v(x, y). Investigando esta ideia descobriremos
que existem certas condigoes que devem ser satisfeitas para que f seja derivavel em z.

Teorema 3 (Condigdo necessaria de derivabilidade complexa). Se a derivada de uma
fungao f:D CC — C, f =u+iv, existe num ponto zo = Xo + iy € D, entdo as derivadas
parciais de primeira ordem de u e v, em relagdo a x e a 'y, existem nesse ponto e satisfazem
as condigcoes

ou dv ou dv
5 Yo Yo) = @(Xo, Yo) € @(on Yo) = =5 (%o, Yo), (2.4)
ou, numa nota¢ao mais abreviada,

ux(xo, Yo) = vy(Xo, Yo) € uy(Xo, Yo) = —0x(x0, Yo)-
Demonstra¢ao. A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [3]. O

Nota 4. As equagoes (2.4) sao conhecidas por condicoes de Cauchy-Riemann. Sao desig-
nadas deste modo em homenagem ao matemdtico francés A. L. Cauchy (1789 —1857) e ao
matemdatico alemao G. F. B. Riemann (1826 — 1866) a quem ¢é devida a sua descoberta.
FEstas equagoes fornecem diferentes expressoes para a derivada de f em zg, entre elas:

f'(z0) = ux(x0,yo) + ivx(xo, Vo)
= vy(xo, Yo) — it (X0, Yo)- (2.5)
As condigoes de Cauchy-Riemann sao condigoes necessarias, porém nao suficientes,

para que uma funcao f tenha derivada. O teorema a seguir estabelece quais as condigoes
impostas sobre u e v que garantam a existéncia da derivada de f num ponto do dominio.
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Teorema 4 (Condigao suficiente de derivabilidade complexa). Sejam u e v fungdes reais,
de dominio D, nas varidveis x e y. Suponhamos que as suas derivadas parciais de primeira
ordem existem numa vizinhanca de (Xo, Yo), sendo continuas em (Xo, Yo). Se essas derivadas
parciais satisfazem as condigoes de Cauchy-Riemann nesse ponto, entdo a derivada da
fungao f:D cC — C, f =u+iv, existe no ponto zop = xo + iyy € € dada por (2.5).

Demonstragao. A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [3]. O

Definicao 5. A func¢do f: D C C — C diz-se holomorfa (ou analitica) num ponto zg € D
se a sua deriwada f' existe nao sé em zy, como ainda em todo ponto z de uma vizinhanga
de zg. A fungao f diz-se holomorfa no dominio D se for holomorfa em todo ponto desse
conjunto. A funcao f diz-se inteira se for holomorfa em todo o plano complezo.

Definigao 6. Considerando dois caminhos de classe C', y1 e ya, que passam num ponto
Zg, 0 angulo formado pelas duas curvas associadas no ponto zy € o angulo definido pelos
vectores tangentes as duas curvas nesse ponto.

7

Fig. 2.3: Angulo entre duas curvas.

Definicao 7. Uma funcio f : D € C — C diz-se conforme em zy € D se, para cada
par de curvas regulares, contidas em D e intersectando-se em zy, f preserva a medida e
o sentido dos angulos. Se f for conforme em cada ponto do seu dominio diz-se conforme
nesse dominio.

Exemplo 1. A fungdo identidade, f(z) = z, z € C, € claramente conforme. Por outro
lado, a fungao conjugagao complexa, f(z) =z, z € C, nao é conforme, uma vez que nao
preserva o sentido dos angulos.

Teorema 5 (Conformidade e holomorfia). Em cada ponto z de um dominio onde f é
holomorfa e f'(z) # 0, a funcdo f € conforme.
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Demonstragao. A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [10)]. O
Teorema 6. (Propriedades das transformagoes conformes bijectivas)

(a) Se f : A = B € conforme e bijectiva, entdo f~' : B — A também é conforme e
bijectiva.

(b) Se f: A = Beg:B — C sdo conformes e bijectivas, entao a transformagao
go f:A— C € conforme e bijectiva.

Demonstracao. A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [3]. O

Definicao 8. Dizemos que uma fungio f : D € C — C possui uma singularidade num
ponto zg € D, quando nao € holomorfa nesse ponto. Quando a fungao f for holomorfa em
D*(zo, 1) :={z€ C:0 < |z—2zo| <71}, para algum r > 0, dizemos que zy € uma singularidade
isolada de f. Uma singularidade isolada zy de f diz-se um polo quando gl_r)g f(z) = co.

Definicao 9. Uma func¢ao f : D € C — C diz-se meromorfa em D se for holomorfa em
D, exceptuando singularidades isoladas onde tem polos.

2.2 Grupos

Nesta seccao temos como objectivo introduzir alguns resultados elementares da teoria
dos grupos, sem demonstragoes, que serao usados nos capitulos seguintes.

Definigao 10. Uma estrutura algébrica (G, *) diz-se um grupo quando satisfaz as sequintes
condicoes:

1. A operacao * tem identidade e em G.
2. A operagao € associativa, isto €, (x*y)*z = x* (Y *z), para quaisquer x, Y,z € G.
3. Todos os elementos de G sao invertiveis, isto é, Vg € G, Ah € G tal que g+h = h*g =e.

Se (G, *) é um grupo e H C G é um conjunto nao-vazio, é possivel que H seja fechado
em relacdo & operacao *, isto é, é possivel que h*h' € H, sempre que h, 1’ € H. Neste caso,
a operacgao * ¢ uma operacao binaria em H, e podemos investigar em que condigoes é que
(H,*) é um grupo, caso em que (H,*) se diz subgrupo de (G, *).

Proposicao 2. Se (G, *) é um grupo (com elemento neutroe), e H C G é nao-vazio, entdo
(H, %) é um subgrupo de (G,*) se, e somente se, h+=h' ™' € H, para quaisquer h,h € H.

A comparacao de estruturas algébricas que satisfazem a mesma definicao abstracta
faz-se com recurso a uma das nocgoes mais fundamentais da Algebra, a de isomorfismo,
ela propria um caso particular da nocao de homomorfismo. A respectiva definicao formal
apresenta-se a seguir para grupos:
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Definicao 11. Se (G, *) e (H,-) sao grupos, a funcao ¢ : G — H diz-se um homomorfismo
quando

Pg+h) =P - o), Vg heG.

Se o homomorfismo ¢ € uma bijecgao, entao diz-se um isomorfismo, e neste caso 0s grupos
dizem-se 1somorfos.

Dado um homomorfismo de grupos ¢ : G — H, consideremos a equacao ¢(x) = y, onde
supomos y € H fixo, e x a incognita a determinar. O conjunto das solucoes da equacao
¢(x) = e, onde e € H, diz-se nicleo do homomorfismo, designado por N(¢).

Proposicao 3. Se (G,*) e (H,-) sao grupos, e ¢ : G = H é um homomorfismo, entao o
nicleo de ¢ € um subgrupo de G.

E interessante observar que o niicleo de um homomorfismo nao é um subgrupo arbitra-
rio, mas sim um subgrupo com a seguinte caracteristica:

Definicao 12. Se H C G ¢ subgrupo, dizemos que H é um subgrupo normal de G, quando,
para qualquer h € H e g € G, temos ghg™ € H.

Teorema 7. Se ¢ : G — H é um homomorfismo e N(¢) é o respectivo nicleo, entao N(¢)
é um subgrupo normal de G.

Definicao 13. Se (G, ) ¢ um grupo, e H C G € um subgrupo de G, definimos a relagao de
equivaléncia modulo H como se seque:

1= (mod H) g;l-gleH.

Proposicao 4. Se (G,-) € um grupo, e H C G € um subgrupo, entio = (mod H) € uma
relacao de equivaléncia no conjunto G.

Vamos representar a classe de equivaléncia de ¢ € G para a congruéncia (mod H) por
gH = {gh : h € H}, que se diz uma classe lateral esquerda de H. O conjunto formado
por todas as classes de equivaléncia {gH : ¢ € G} diz-se conjunto quociente de G por H, e
designa-se por G/H. Temos portanto G/H = {gH : g € G}.

Teorema 8 (1° Teorema do isomorfismo). Se ¢ : G — H é um homomorfismo sobrejectivo
de grupos e N(¢) € o nicleo de ¢, entao G/N(¢p) e H sao isomorfos. Em particular, existe
um isomorfismo 1 : G/N(¢) — H tal que P(gH) = ¢(g) para qualquer g € G.
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Capitulo

A Esfera de Riemann

Neste capitulo, definimos a projeccao estereografica e estudamos algumas das suas
propriedades bésicas. Estudaremos, também, o comportamento de fungoes no infinito,
com o objectivo de definir fungoes holomorfas e meromorfas em oo.

3.1 Projeccao estereografica

Definicao 14. Os pontos do plano complexo, juntamente com o ponto ideal a que chama-
mos ponto do infinito, constituem o plano complexo ampliado (ou estendido), usualmente

representado pelo simbolo C := C U {oo}.

Introduziremos, de seguida, um modelo geométrico no qual todos os pontos do plano
complexo ampliado possuem uma representagao “concreta’. Consideremos, entao, o plano
complexo C posicionado no espaco euclidiano tridimensional, com sistema de eixos ortogo-
nais, de tal modo que o seu circulo unitario coincida com o equador da esfera unitaria

§ = {(x1,x2,23) ER®: a7 + x5 + x5 = 1}

Fig. 3.1: Modelo do plano complexo ampliado.
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A fim de estabelecer uma bijeccao entre os pontos 2 € $2, com 2 # N, e os pontos z € C,
consideremos a semi-recta NZ, que como podemos observar da Fig. 3.1, intersecta o plano
complexo C num tnico ponto z. Esta construgao permite-nos definir:

Definicao 15. A funcdo C : $* — {N} — C que transforma cada ponto 2 € &% — {N} num
unico ponto z € C dada pela interseccao N2 N C chama-se projecgao estereogrdfica.

A seguir, mostraremos como a definicao acima permite-nos obter uma expressao rela-
cionando as coordenadas de um ponto 2 € & — {N} com as coordenadas de sua projeccao
estereogréfica z € C.

Proposigao 5 (Ezpressio analitica da projec¢do estereogrifica). Se z = (x,y) € C € a
projeccio estereogrdfica do ponto 2 = (x1, %, x3) € 8% — [N}, entdo

X1 + ixo
1—X3

C(x1/x2/ x3) = (31)
Demonstracdo. Sejam A e B os pés das perpendicularidades baixadas de Z sobre Oz e ON,
respectivamente (veja-se a Fig. 3.1). Temos que x1 +ix, = hz, onde

OA Nz NB
=== =1-x O

h=—=—=—
Oz Nz NO

Definicao 16. Um homeomorfismo do conjunto X sobre um conjunto Y € uma bijec¢ao
continua f: X = Y cuja inversa f1:Y — X também é continua.

Proposicao 6. A aplicacdo, projeccdo estereogrifica, C : 8> — {N} — C, dada por (3.1),
define um homeomorfismo entre $* — {N} e C.

Demonstracio. Sejam 2 = (x1,X2,X3), @ = (Y1, Y2, y3) € $* — {N}. Mostremos, inicialmente,
que a fungao C é injectiva, ou seja, ((2) = (@) = £ = @. Tendo em conta (3.1), é suficiente
mostrar que x3 = y3. Com efeito,

x1+ix,  Y1+ip X7+ 25 B Y+ v :>1+x3_1+y3
1—x3 1-vys3 1-x3) (A-y3)* 1-x 1-y3

= X3 = VYs3.

Mostremos, agora, que C é uma funcao sobrejectiva, ou seja, dado qualquer z = x +iy € C
existe £ = (x1,x2,%3) € $* — {N} tal que z = {(2). Com efeito, para cada z = x + iy € C
definamos

2x 2y ¥ +yr-1

X = 50— Xy = 5—— X3 = —5——>—r.
2+ +1 2+y2+17 T2+l

(3.2)
Célculos simples permite-nos concluir que x% +x§ +x§ =1. Assim 2 := (x1, x5, x3) € $* —{N]}.
Segue-se, das consideragoes acima, que a inversa {71 : C — $* — {N} é definida por (3.2).
As expressoes (3.1) e (3.2) mostram que C e {™! sdo fungoes continuas e, portanto, C define
um homeomorfismo entre $> — {N} e C. O
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Fig. 3.2: Projeccao estereografica em coordenadas esféricas.

Nota 5. A correspondéncia, C, pode completar-se, fazendo corresponder ao pélo norte da
esfera o ponto do infinito, isto é, definindo ((N) = oo e ("}(c0) = N. A correspondéncia
C: % — C, define um homeomorfismo entre a esfera e o plano complezo ampliado.
Deste modo, consideramos a esfera como representacao do plano complexo ampliado, e
designaremos 8% por esfera de Riemann.

Vamos, agora, relacionar as coordenadas de Z e da sua projeccao estereografica z em
termos de coordenadas esféricas (0, ) (veja-se a Fig. 3.2).

Proposicao 7. Se z € C € a projecgdo estereogrdfica do ponto 2 = (0, ) € $%, entdo
C(2) = cot(0/2)e'®. (3.3)

Demonstracao. Seja r = Oz. Sezéa projeccao estereografica do ponto Z de coordenadas
(6,0), entdo z = re’. Observando a Fig. 3.2 fica claro que os tridngulos N2S e NOz sio
semelhantes (critério AA), e como ZNSZ = 0/2 segue-se que r = cot (0/2). O

Corolario 1. Sejam 21 = (0,¢) € $* ¢ 2, = (n — 0,—¢) um ponto, também da esfera,
obtido através da rotacdao da esfera sequndo o angulo @ em torno do eizo real. Se z1 e zp
sao as imagens estereogrdficas de 21 e 25, respectivamente, entao z; = 1/z.

Demonstracao. Com efeito, pela Proposicao 7, tem-se

z—cot(z—g) oo 11 _1 =
2T 2 2 ~ cot(0/2) eiv  z
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Corolario 2. Se 2, e 2, sdo pontos diametralmente opostos de 8%, entdo suas projeccoes
estereogrdficas z1 e zp satisfazem a condicdo zp = =1/ z;.

Demonstragao. Com efeito, se 21 = (0,¢), entao 2, = (n — 0, + ¢). Da Proposigao 7
segue-se

Z1 = cot(Q/Z)e“f’ e 2z, = Cot(g — E) el (m+9)

n_0

Substituindo Cot( > 2) =1/ cot(6/2) na equagao acima, obtemos

1 1 _
-1/ z. O

2T oot e

Observacgao 4. As linhas de longitude e de latitude na esfera correspondem, respectiva-
mente, a rectas passando pela origem e a circunferéncias com centro na origem do plano
complexo. Em particular, a medida que os raios das circunferéncias no plano tendem para
o infinito, as linhas de latitude na esfera tendem para o pélo norte, justificando assim, em
fazer o pélo norte N corresponder ao ponto oo.

Proposicao 8. A projeccao estereogrdfica transforma circunferéncias na esfera em rectas
ou circunferéncias no plano complexo ampliado.

Demonstracdo. Sejam a circunferéncia C C $?, e o plano m C R® definida pela equacao
axy + bx, + cxz = d, tal que m N$? = C. A projeccao estereografica de C consiste de todos
os pontos z = x + iy € C que satisfazem

az+E i Z—z -1 2P +1
lz|? + 1 IZ2+1  |zP+1 |z + 1

ou equivalentemente,
(c—d)yzz+@—ib)z+@+ib)z—c—-d=0.

Definindo @ :==c—d, 0 :=a—ib e p := —c — d, a lltima equacao acima pode ser reescrita
como
azz+oz+0z+ =0,

e ela define uma recta se & = 0, ou seja, quando N € C, e uma circunferéncia se a # 0, ou
seja, quando o pdlo norte N ¢ C. O

Nota 6. Segundo matemdtico alemao C. F. Gauss, € impossivel construir uma transfor-
magao entre espacos com curvaturas diferentes, que preserva simultaneamente distancias e
angulos [7]. Em particular, como a curvatura de C é0 e a curvatura de $* é 1, mostraremos
nas duas proposicoes que Se Sequem que a projeccao estereogrifica € uma transformacao
conforme que nao preserva distancias.

Madrio Lopes Pag. 16 de 76



Cap 3. A Esfera de Riemann

Fig. 8.3: Angulos preservados pela projecgao estereografica.

Com base na Fig. 3.3, o angulo em z é positivo, ou seja, no sentido anti-horario, quando
é visto de cima do plano. Porém, o angulo em Z é negativo, ou seja, no sentido horario.
No entanto, se olharmos este angulo de dentro da esfera, entao ele serd positivo. Assim,
um angulo em $?, orientado no sentido anti-horario diz-se positivo se for visto de dentro
da esfera.

Proposicao 9. A projecgdo estereogrdfica C : $*—{N} — C é uma transformacdo conforme.

Demonstracao. Tendo em conta o Teorema 6, é suficiente mostrar que (™! : C — $* — {N}
é conforme. Sejam z € C e [y, [ rectas em C, que se intersectam segundo angulo 6 em z
(veja-se a Fig. 3.3). Se m; é o plano que passa por N e [; (j = 1,2), entao $* N 1t; é uma
circunferéncia C; em $*. Para cada P € I;, a recta NP intersecta $* em {'(P) € $* N 7;,
portanto C; = ! (I;U{oo}). Em particular, as circunferéncias C; e C; intersectam-se em N
eem 2 = C"}(z). O plano B, tangente & esfera no ponto N, é paralelo ao plano equatorial C.
Portanto as rectas r; = N 7t; que se intersectam em N, sao paralelas as rectas [; = C N ;
e, portanto, formam um angulo 6 em N. As circunferéncias C; intersectam-se segundo
o mesmo angulo nos pontos de interseccao N e Z. Como r; é tangente a Cj, em N, esse
angulo deve ser igual a 0, portanto {71(I;) e C"'(I) intersectam-se segundo o angulo O em
2 = {"Y(z). Com as orientacoes definidas acima, obtemos o pretendido. O

Lema 2. Sez=x+iy € C € a imagem estereogrdfica do ponto 2 = (x1,%,x3) € $* — {N},
entdo o produto das distancias d(N,z) e d(N,2) € sempre igual a uma constante. Mais
precisamente,

d(N,z) - d(N,2) = 2. (3.4)

Demonstra¢ao. Como os triangulos ANXZ e ANOz da Fig. 3.4 sao semelhantes, vem

d(N,z) d(N, X) = d(N, 2). (3.5)
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S

Fig. 3.4: Relagéo entre d(N,z) e d(N,Z2).

Multiplicando ambos os membros de (3.5) por d(N,2)/d(N, X), obtemos

#(N, 2)
AN, X)

d(N,2)d(N, z) = (3.6)

Aplicando o Teorema de Pitagoras ao ANXZ e tendo em conta que d(N,X) =1 —-d(X, O),
de (3.6) vem

(1 - d(X,0)) + d*(X, 2)

d(N,2)d(N, z) - d(X.0)
_2-2d(X,0)
 1-4(X,0)
- 2
conforme pretendido. O

Vejamos agora como determinar a distancia usual entre dois pontos da esfera de Rie-
mann a partir das suas imagens estereograficas no plano complexo ampliado.

Proposicao 10 (Distancia da corda). Sejam z1,z, € Ce 2,20 € 8. Sez; = ((8) e
zp = ((22), entao para z1,zp # 0,

2|zy — z1]
VI + 212 V1 + |20

Demonstragao. Como z; = C(21) e zo = C(£2), de (3.4), vem

d(21,22) = (3.7)

d(N,z1)d(N, 21) = d(N, z2) d(N, 2).
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Z1

Fig. 3.5: Distancia na esfera de Riemann.

Os triangulos Nz1z; e N2,21, da Fig. 3.5, sao semelhantes, pois possuem em comum o
angulo N formado pelos lados proporcionais, assim

d(N, z1) _ d(z1,22)
d(N,2)  d(z1,2)

Resolvendo esta ultima equagao em ordem a d(Z1,2;) e levando em consideracao que

A(N,z1) = V1 + |z1[? e A(N,2;) =2/ V1 +|z/%,

conclui-se o pretendido. O

Definicao 17. As circunferéncias que resultam da interseccao da esfera com planos que
passam pela origem sao chamadas geodésicas da esfera.

Em vez da distancia da corda as vezes é conveniente considerar a distancia esférica, ds,
definida como sendo o comprimento do menor dos dois arcos determinados pelas imagens
21 e 25 de z; e z; na geodésica da esfera de Riemann que contém estes dois pontos [7]. Este
arco esta bem definido excepto quando os pontos 21 e Z, sao diametralmente opostos, isto
é, quando 1+ z; z; = 0. Neste caso, a distancia esférica entre eles é igual a .

Proposigao 11 (Distancia esférica). Seja ¢ a geodésica da esfera que passa pelos pontos
21 e 2, nao diametralmente opostos. Se C(21) = z1 e ((£,) = 2o, entao

Z1— 2p

ds = arctan —
1+ 212,

Demonstracao. Sejam d(Z1,2,) a distancia da corda, ds(21,2,) a distancia esférica e 6 a
medida, em radianos, do angulo central /2,0Z%,. Temos que ds(21,2,) = 6. Vamos, a partir
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de agora, omitir os argumentos das funcoes a fim de simplificar a escrita. Aplicando a lei
dos cossenos no triangulo 2,02, e tendo em conta que

2tan?(0/2
1 - cos(0) = 220/2)
1+ tan?(6/2)
obtemos
tan?(d,/2) = & (3.8)
A2 '
Substituindo (3.7) na equagao (3.8) e simplificando, vem
|22 — 21/
t 2 d 2 — — o~
an ( S/ ) |1 +Z1Zz|2
Portanto,
d, = 2 arctan 22 __Zl ,
+ Z1Zo
como pretendido. O

As nocgoes que aqui apresentamos sao mais do que suficientes para o uso nos capitulos
seguintes. Para uma exposicao mais completa e detalhada sobre esse assunto, o leitor
poderd consultar [9] e [10].

3.2 Comportamento de funcoes no infinito

Nesta seccao temos como objectivo definir funcoes holomorfas e meromorfas em co.

Fazemos isso usando a bijeccao I : C — C dada por I(z) = z7!, para cada z # 0,00, ¢
definimos I(0) = o0 e I(c0) = 0.

Sejam z = x + iy € C— {0} e w = I(z) = (x — iy)/zZz. Entdo o ponto 2 = (7'(z) € &
correspondente ao ponto z tem coordenadas

v = 2x = 2y _zz-1
! 2T+l zz+1

zZz+1
em IR3, e as coordenadas de @ = {"}(w) sao

2x(zz)t | 2x

R = — = — =X,
! (zz)1+1 zz+1 !
R —2y(zz)"' -2y
2T @l @l
N1 13
% = (z2) B zz i~

@) +1 zZ+1
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¢HI¢

%5}
N

v

w2
[}

I
) ¢——
)y ¢——
I

v

I

Fig. 3.6: Rotacdo induzida por I(z) = z71.

Assim, I induz a transformacio C'IC : 2 = (x1,%2,%3) = @ = (x1, =X, —x3) de $?, e essa
transformacao define uma rotacao de $? segundo o angulo 7 em torno do eixo xi.

Definigao 18. O disco aberto de centro no infinito e raio r > 0 é o conjunto D(co,r) dos
numeros complexos cuja distancia a origem € maior do que 1/r. Ou seja,

D(co,r) ={z€C:|z| > 1/r}.

Geometricamente, este conjunto identifica-se com o exterior da circunferéncia de centro 0
e raio 1/r, pelo que é um subconjunto aberto de C. Uma wvizinhanc¢a de oo é entao qualquer
conjunto que contenha D(oco,7) = {z € C: |z| > 1/r}, para algum r > 0.

Seja f(z) uma funcao definida em D — {oo}, onde D é uma vizinhaga de co. Estendamos
f(z) ao dominio D, definindo

f(e0) = lim f(2),

Z—00
desde que esse limite exista. Entao f é continua em oo, e f(c0) = lirr(} fz'h = lin(}( fol)(z).
Zz—> z—
Podemos estudar como uma fungao f se comporta no infinito, por meio da composicao

com a transformacdo I. Mais precisamente, tendo em conta a transformacao ('IC, para
estudarmos f(z) no infinito, estudamos (f o I)(z) na origem.

Definicao 19. Uma fungdo f : C — C diz-se holomorfa (meromorfa) no co quando f ol
for holomorfa (meromorfa) no ponto 0.

Exemplo 2. A funcio f(z) = (z% + 1)™! € holomorfa e meromorfa no co, uma vez que a
fungio (f o I)(z) = z*(z> + 1)7 € holomorfa e meromorfa no ponto zero.

Definicao 20. Uma fungao racional f : C — C € uma func¢dao da forma f(z) = p(z)/9(2),
onde p(z) e q(z) sao polinomios com coeficientes complexos e q(z) nao € identicamente nulo.
Quando z € C e q(z) # 0, f(z) € um elemento bem definido em C. Por outro lado, quando
4(z) = 0 ou z = oo, definimos f(z) = Bglf(w)
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Para terminar esta sec¢ao enunciaremos um teorema e uma proposicao cujas demons-
tragoes podem ser encontradas em [J].

Definicao 21. Dois polinomios dizem-se co-primos quando nao possuem raizes cOmuns.
Teorema 9. Uma fungao f : C — C € racional se, e somente se, € meromorfa em C.

Definicao 22. Seja f = p/q uma func¢do racional, com p e q polinomios co-primos. O
grau de f, denotado por deg(f), € o mdzrimo entre os graus de p e q.

Proposicao 12. Uma fungdo racional f € bijectiva se, e somente se, deg(f) = 1.
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Capitulo

Transformacoes de Mobius

Neste capitulo estudaremos uma classe de transformacoes conformes: as transformacoes
de Mobius, também conhecidas por transformacgoes lineares fraccionéarias ou homograficas,
que possuem muito apelo geométrico e que gozam de notaveis atributos, que conduzem a
resultados e aplicagoes importantes.

4.1 Automorfismos de E

Considere a transformacao T(z) = (az+b)(cz+d)™! cujos coeficientes a, b, ¢, d sdo niimeros
complexos. Note-se que se ad — bc = 0, entao T é uma transformacao constante que aplica
qualquer z no mesmo ponto imagem a/c, designando-se T singular. Suporemos doravante
que T é nao singular, ou seja, ad—bc # 0. Estendamos a transformacao T ao plano complexo
ampliado, definindo

T(-dfc) =00 T(c0)=a]c,

onde T(o0) pode ser interpretado como o limite de T quando z — co. Em resumo, temos

Definigao 23. Uma transformac¢ao de Mdébius é uma fungao de C em E, definida por

T(z) = , (4.1)
c
onde a,b,c,d sdo constantes complexas satisfazendo ad — bc # 0.

Definicao 24. Uma transformacao T : C — C diz-se um automorfismo da esfera de
Riemann quando T é uma bijeccao meromorfa. Denotaremos por Aut(C) o conjunto de
todos 0s automorfismos de C.

O conjunto de todos os automorfismos da esfera de Riemann consiste, exclusivamente,
das transformagoes de Mobius, conforme se prova no teorema que se segue. E facil de ver
que a reciproca também ¢é verdadeira.

23



Cap 4. Transformagoes de Mdbius

Teorema 10. Se T € Aut(E), entao T € uma transformacao de Mébius.

Demonstracao. Pelo Teorema 9 uma transformacao T : C — C é meromorfa se, e somente
se, é racional, e pela Proposicao 12 a transformacao T é bijectiva se, e somente se, tiver grau

igual a 1. Os automorfismos de C s@o portanto as transformagoes T(z) = (az + b)/(cz + d)
onde az + b e ¢z + d sao polinémios co-primos, isto é, ad — bc # 0. O

Observagao 5. As constantes a,b,c,d € C da transformacao de Mdébius (4.1) nao sdo
inicos, ou seja, se k € um nimero complexo nao nulo, entdo

_kaz+kb az+p

) = kcz+kd — yz+ A’

(4.2)

onde 0s novos coeficientes o, B,y, A € C satisfazem a condigio: aA — By = k*(ad — be) # 0.

Nota 7. Se em (4.2), definirmos k = £1/ Vad — bc entao aA —py = 1. Neste caso dizemos
que (4.1) € uma transformacdao de Mobius normalizada.

Teorema 11 (Grupo das transformagoes de Mobius). O conjunto das transformacoes de
Moébius, munido da composicao de funcoes € um grupo.

Demonstracao. Se T1(z) = (az+b)/(cz+d) e To(z) = (a’z+ 1) /(c’z + d") sao transformagoes
de Mobius, entao T, o T7 é também uma transformacoes Mobius

(aa’ +b'c)z+ (@’b + b'd)
(cCa+dc)z+ (c’b+dd)

onde (aa’ +b'c)(c’b+d'd)—(Ca+d c)@’b+b'd) = (a’d —b'c’)ad —bc) # 0. A transformacao
identidade I(z) = z, tem a = d # 0, e a inversa de (4.1) é a transformacao (de Mobius)
T~Y(z) = (dz — b)/(~cz + a). Como a composicio de funcdes é associativa, a demonstracao,
fica, assim concluida. O

(T2 0 Ty)(z) =

Corolario 3. O conjunto Aut(E) € um grupo de homeomorfismo de C em C.

Demonstracao. Acabamos de mostrar que Aut(E) ¢ um grupo. Se T € Aut(E) entao,

sendo meromorfa, T é continua. Como T-! € Aut(C), T~! também ¢é continua, logo T é um
homeomorfismo de C em C. O

Existe uma conexao entre as transformagoes de Mobius e as matrizes (2 X 2) com
entradas complexas: se T; e T, sao expressos na forma acima, e se M e N sao as matrizes

correspondentes
M=|"? b N = a v
e dy| I e O

entao T, o T corresponde ao produto

aa’ +b'c ab+bd

MN = [ cda+dc cb+dd
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Mais precisamente, seja GL(2,C) o grupo linear geral, que consiste, de todas as matrizes

complexas 2 X 2
a b
el

com det(M) = ad—bc # 0, e para cada M € GL(2, C), seja (M) a transformagao de Mobius
Ti(z) = (az + b)/(cz + d). Entao Y(MN) = T, o T; = P(N) o (M), de modo que
¥: GL2,€) — Aut(C)

lpcz Z] . T(Z):az+b

define um homomorfismo sobrejectivo de grupos. O nitcleo N(y) consiste das matrizes

—

M € GL(2,C) tais que T(z) = z, para todo z € C, ou equivalentemente, a = d # 0 e
b =c =0, portanto N(i) consiste das matrizes

A0

M:lOA

l = A, (AeC-{0).

Nota 8. Duas matrizes M,N € GL(2,C) determinam o mesmo automorfismo de Csee
somente se MT'N € N(v), isto é, N = AM para algum A # 0. Aplicando o primeiro
teorema do isomorfismo a 1, obtemos

Aut(C) = GL(2, C)/N(¥).

Defini¢ao 25. O grupo quociente GL(2,C)/N(¢) chama-se grupo geral linear projectivo e
¢ denotado por PGL(2,C).

Uma vez que det(MN) = det(M) det(N) para todo M, N € GL(2,C), a fun¢ao
det: GL(2,C) —» C - {0}

define um homomorfismo, cujo nicleo é um subgrupo normal de GL(2,C), o grupo linear
especial, denotado por SL(2, C), formado pelas matrizes M € GL(2,C) tais que det(M) = 1.
Como det é uma funcao sobrejectiva, temos

GL(2,C)/SL(2,C) ~ C - {0}.

Observagao 6. Se N € GL(2,C), entao podemos escrever N = AM, onclel\2 = det(N) e
M € SL(2,C). Como Y(N) = p(M), isto mostra que todo automorfismo de C tem a forma

T(Z) = m, com ad—bc= 1,

de modo equivalente, VP aplica, sobrejectivamente, SL(2,C) em Aut(E).
Assim, o grupo PGL(2,C) coincide com o grupo PSL(2,C) := SL(2,C)/{xI}, chamado

grupo linear especial projectivo, e provamos:

Teorema 12. Aut(C) ~ PGL(2,C) = PSL(2,C).
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4.2 Os geradores de PGL(2,C)

Nesta seccao mostraremos que toda transformacao de Mobius exprime-se a custa das se-
guintes transformacoes: identidade, rotagoes, translacoes, homotetias e inversoes. Usando
este facto mostraremos também, que as transformagoes de Mobius transformam “circunfe-
réncias” em “circunferéncias”.

Definicao 26. Uma circunferéncia na esfera $* C R® € a interseccio $* N1, onde 1T € um
plano em R® que intersecta 8% mas nao é tangente a ela.

Usando a bijeccao C : §> — C, definimos uma circunferéncia em C como sendo a imagem
estereogréfica pela C de qualquer circunferéncia em $2.

Observacao 7. Atendendo que no plano complexo uma recta pode ser caracterizado por
{ze C:|z—z =|z—z1l} e uma circunferéncia por {z € C : |z — zo| = 1}, onde zyp,z1 € C
er >0, nao é dificil de se mostrar que os dois casos se podem englobar na representacao
unica

azZ+cz+cz+p=0, (4.3)
com a e B reais (@B < |c|*) e sendo a =0 ou a # 0 conforme se trate, respectivamente, de
uma recta ou de uma circunferéncia de centro zg = —C/a e raio v = 4/|c]> — af/|al.

Assim, as circunferéncias em C sao de dois tipos: circunferéncias em C (no sentido
usual do termo) e os conjuntos da forma [ U {oo}, onde [ é uma recta em C.

Nota 9. Muitas das fungoes familiares sao transformacgoes de Mobius. Por exemplo, na
expressao (4.1),

(i) fazendoa=d=1,¢c=0 eb#0, definimos a translagao sequndo o vector b;

(ii) parad =1, a # 0 e b = ¢ = 0, obtemos uma rotacao se la| = 1, ou uma rotagao
sequida de uma homotetia se la| # 1;

(iii) tomandoa=d =0 e b=c =1, definimos a chamada inversao complera: z — 1/z.

O proximo teorema mostra que as transformacoes de Mobius definidas nos exemplos
acima geram PGL(2,C), e é um analogo da conhecida propriedade da Geometria Euclidiana
bidimensional, segundo a qual todo o movimento rigido é uma composicao de translagoes,
rotagoes e reflexoes [3].

Teorema 13 (Caracterizacao das transformacoes de Mobius). Uma transformagao de Mo-
bius ou €: a identidade, uma translacao, uma rotagcao, uma rotacao sequida de uma homo-
tetia, uma inversao complexa, ou entdo pode exprimir-se como a composi¢ao de transfor-
macoes destes tipos.
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Demonstragao. Consideremos uma transformagao de Mobius T da forma (4.1). Suponha-
mos, primeiramente, que ¢ # 0. A transformacao T pode ser escrita na forma

T = g_ ad;bc . czid'
E imediato constatar que T resulta da composicao das seguintes transformacoes:
(i) z — cz (rotacao seguida de uma homotetia);
(ii) z +— z +d (translacdo);
1

(iii) z Z (inversao);

ad — bc
c

(iv) z — z (nova rotagao seguida de uma homotetia);

a
(V) z—>z+ - (nova translacao);

Suponhamos, agora, que ¢ = 0. A condigao ad — bc # 0 garante que ad # 0, ou seja, a # 0
e d # 0. Nestas condigbes, a transformagao T resulta da composicao de:

(i) z z+ g (translacao);

a
(ii) z > =z (rotagao e homotetia).

d

A demonstracao fica, assim, concluida. O
Lema 3. A inversao complexa z = 1/z transforma circunferéncias em circunferéncias.

Demonstracao. A equacao de uma recta ou de uma circunferéncia no plano complexo pode
ser escrita na forma
azz+cz+cz+p =0,

onde a e f sao nimeros reais. Esta equacao define uma recta se « = 0 e ¢ # 0, e uma
circunferéncia se @ # 0 e af < |c]>. Para encontrarmos a imagem da curva dada pela
equagao (4.3), sob a transformacdo w = 1/z, substituimos z por 1/w em (4.3), e apds
simplificar obtemos

pww + cw + cw + a = 0. (4.4)

A equacao (4.4) tem a mesma forma que a equagao (4.3), sendo uma recta se f = 0 e uma
circunferéncia se f # 0. Mais precisamente, temos quatro casos a considerar. Esses se
encontram resumidos na tabela abaixo:
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z 1/z

circunferéncia que nao passa pela origem || circunferéncia que nao passa pela origem

recta que nao passa pela origem circunferéncia que passa pela origem

H |
H |
H circunferéncia que passa pela origem }
H |

|
|
recta que nao passa pela origem H
|

recta que passa pela origem recta que passa pela origem

A demonstracao fica, assim concluida. O

Exemplo 3. De acordo com as equagoes (4.3) e (4.4), a imagem de uma recta vertical
x =cy1, (1 #0), por meio da inversio w = 1/z é uma circunferéncia definida por

(u - 2%1)2 +7° = (2%1)2, (4.5)

que tem o centro no eixo U e é tangente ao eixo v. As circunferéncias (4.5) encontram-se a
direita ou a esquerda do eixo v, conformeci > 0 ouci <0, respectivamente. Analogamente,
a imagem de uma recta horizontal y = ¢z, (c2) # 0, por meio da inversao w = 1/z é uma

circunferéncia definida por
1Y (1Y
2
o+ 5-) =(52)
2C2 2C2
com centro no eixo v, e € tangente ao eixo u. Os dois casos sao ilustrados na figura 4.1.

YA va

Fig. 4.1: Inversao de feixes de rectas.

Teorema 14. Seja C uma circunferéncia em C. Se T € uma transformacao de Mobius,
entao T(C) é uma circunferéncia em C.

Demonstracao. A propriedade do enunciado é claramente valida para cada uma das trans-
formacoes de Mobius nucleares: translagoes, rotagoes, rotagoes seguida de uma homotetia
e inversoes. Resta, entao, aplicar o Teorema 13. O
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4.3 Razao cruzada

Comecemos por averiguar quais os pontos fixos de uma transformagao de Mobius T, ou
seja, quais os pontos z satisfazem T(z) = z. Se z satisfaz esta equacao, entao

cz>+(d-a)z-b=0.

A equac@o anterior tem uma infinidade de solugdes (todo o plano complexo ampliado)
quandoc=0,d =a #0eb =0, isto é, quando T é a identidade. Contudo, se considerarmos
uma transformacao de Mobius T diferente da identidade, T tem apenas um ou dois pontos
fixos, consoante a equagao anterior tenha uma raiz dupla ou duas raizes distintas. A tnica
situacao em que, aparentemente, a equacao nao tem solucoes ¢ quandoc =0,d=aeb # 0.
Mas, nestas condicoes, temos uma translacao da forma z — z + b/d, que tem um tnico
ponto fixo (o).

O teorema a seguir mostra que uma transformagao de Md&bius fica unicamente deter-

minada pela sua accao em trés quaisquer pontos distintos de C. Mais precisamente:

Teorema 15. Se (z1,25,23) e (wy, Wy, ws) sao ternos de pontos distintos em E, entao existe
uma unica transformacao de Mébius T tal que T(z;) = w; para j =1,2,3.

De@nstragcio. Seja T uma transformagao de Mobius e sejam z1, z», z3 trés pontos distintos
em C, com T(z1) = wy, T(z2) = wy, T(z3) = w3. Suponhamos que M é outra transformagcao
de Mobius com a mesma propriedade, isto é, M(z;) = w;, para j = 1,2,3. Entao, MT
tem trés pontos fixos z1, 2o e zs, pelo que M~'T sé pode ser a identidade. O

Corolario 4. Se z1, z, e z3 sao trés pontos distintos de C, entao existe uma unica trans-
formagao de Mobius T, definida por

_ (z—z1)(z2 — z3)
&= =)

(4.6)

que aplica z1, zo, z3, respectivamente, em 0, 1, oo.

Demonstracao. Se z1,2,23 # 00 sao trés pontos distintos de (/E\7 entao a transformacao de
Mébius T, definida por (4.6) aplica z1, z,, z3, respectivamente, em 0, 1, oo, como facilmente
se verifica. Se algum z; = co, tomamos o limite da transformagao (4.6) quando z; — oo: se
z1 = oo tomamos T(z) = (zo — z3)/(z — 23); se zo = o0 tomamos T(z) = (z — z1)/(z — z3); se
z3 = oo entao T(z) = (z—z1)/(zo—2z1). Em cada um desses caso, T define uma transformacao
de Mobius e aplica z1, 2z, z3, respectivamente, em 0,1, co. m|

Exemplo 4. Vimos que, se uma transformacgao de Mébius T fixa trés pontos distintos de E,
entdo T € a identidade. Isso mostra, por exemplo, que nao existe nenhuma transformagao
de Mobius que aplica 0,1,00,2 em 0,1, 00, -1, respectivamente.

Para cada z € C, denota-se (4.6) por (z,z1;2,23). A fungao T é a unica transformagao
de Mo6bius que aplica os pontos z1, 2y, z3, respectivamente, em 0, 1, co.
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Definicao 27. Para cada zy € C,
(20,215 22, 23)

¢ chamada razao cruzada de complexos e € a imagem de zy pela unica transformacdao de
Mdébius que aplica z1,2»,23, respectivamente, em 0,1, 00.

A razao cruzada é invariante para transformacoes de Mdbius. Mais precisamente:

Teorema 16 (Invariancia da razao cruzada). Se zy, z1, 2o, 23 sGo quatro pontos distintos

em C e T é uma transformacgao de Mébius qualquer, entdao
(T(20), T(z1); T(22), T(23)) = (20, 21; 22, 23)-

Demonstracao. Sejam zy, z1, Zp, zz pontos distintos e arbitrarios em E Considere-se a
transformacao de Mobius S(z) = (z,21;22,23), que aplica zi, zp, z3, respectivamente, em
0,1, 0. Ora, ST! transforma T(z1), T(z,), T(z3), respectivamente, em 0, 1, co. Desta
forma

(T(z0), T(21); T(z2), T(23)) = ST (T(20)) = S(z0) = (20,21, 22, z3),

o que prova o pretendido. O

Esta propriedade permite conhecer a (tinica) transformagao de Mébius T que leva trés
pontos distintos z1, zp, z3 para as posicoes distintas wq, w,, ws, designadamente

(z,21;22,23) = (T(2), T(21); T(22), T(23)) = (W, w1; Wy, w3).

A transformacao de Mobius T é obtida resolvendo a equacao (z,2z1; 22, 23) = (W, wy; Wy, W3)
em ordem a w,

(w — wy)(wy — ws) _ (z — z1)(z2 — 23)
(w — w3)(wa — wy) (z — z3)(z2 — z1)
w—w, = (w—wg)z_zla

Z—12Z3

onde
(22 — z3)(w2 — wy)

- (22 — z1) (w2 — w3)

Simplificando a expressao acima obtemos,

(wy — ows)z + 0z1w3 — W123
(1-0)z—2z3+0z )

T(z) =

Exemplo 5. Determinemos a transformacgao de Mébius que leva a circunferéncia unitdria
|z| =1 no eizo real. Sejam z1 =1, zp =1 e z3 = =1 trés pontos distintos na circunferéncia
unitaria e wy = =1, wo, =0 e wz =1 trés pontos distintos no eizo real.
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¢ w="T(z)

y
y

Fig. 4.2: Aplicacao da circunferéncia unitaria no eixo real.

Segundo a iltima equacao, acima, se w; = T(z;), (j =1,2,3), € a transformagdo de Mébius
que procuramos, entdo

_(1-dz+i-1  z—i

C (1-dz+i+1  iz-1

T(2)

Teorema 17. Se C € uma circunferéncia que passa por trés pontos distintos z1,22,z3 € C,
entao C ={z € C: (z,21;22,23) € RU {oo}}.

Demonstracao. Seja T uma transformagao de Mobius onde T(z1) =0, T(zp) = 1, T(z3) = 0.
Nessas condicoes T(z) = (z,21;22,23) e z € C se, e somente se, (z,21;2,23) € T(C). Como a
imagem T(C) é uma circunferéncia que passa pelos pontos 0,1, co, tem-se T(C) = R U {oo},
conforme pretendido. O

Vamos interpretar esse resultado geometricamente. Suponhamos que oo ¢ C, de modo
que C é uma circunferéncia euclidiano em C. Seja 0 o angulo entre os vectores z — z; e
z—2z3 e ¢ o angulo entre z, — z; e z; — z3. Uma vez que

_ (z —21)(z2 — z5) _ (z—z1) . (20 —2z1)
(z1—22)(z3—2) (z—23) " (22— 23)

temos

arg(@) = (arg(z —z1) - arg(z - za)) — (arg(zz — 21) — arg(z: — 23))
= 6-9¢,

entdo o teorema expressa o resultado (familiar na geometria euclidiana) que os pontos
z,21,22,23 sdo conciclicos (estdo numa mesma circunferéncia) se, e somente se, 0 = ¢,
ou equivalentemente, que um quadrilatero é ciclico (os seus vértices estdo numa mesma
circunferéncia) se, e somente se, possui um par de angulos opostos suplementares (Fig. 4.3
ilustra os dois casos).
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Z9

A

0=¢ 0=o¢+m

Fig. 4.3: Caracterizagao das circunferéncias em C.

Se oo € C, entao C — {co} é uma recta euclidiana em C, e o teorema expressa uma condicao
para os pontos z,z1, 2y, 23 serem colineares.

4.4 Inversao geométrica

Nesta seccao abordaremos o conceito de inversao geometrica e algumas das suas pro-
priedades basicas. Para maior desenvolvimento desta tematica recomenda-se a leitura do
capitulo 6, secgao 5 de [3]. As figuras aqui representadas sdo meras reprodugoes das refe-
réncias [3] e [12].

Fig. 4.4: Inversao geométrica numa circunferéncia K(gq, R), com p =|z1 — gl e |z —g| = R.

Definicao 28. Seja K uma circunferéncia de raio R e centro q. O inverso geométrico de
um ponto z € C = {q} em relagao a circunferéncia K € o ponto Z pertencente a semi-recta

gz tal que
Iz —ql1z — ql = R (4.7)
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A transformacdao que aplica cada ponto z no ponto Z, que se representa por L4, chama-se
IMVersao geométrica.

Observacao 8. Quando z — q, Z — o0, e quando z — o0, Z — g, assim estendemos
Ty ao plano complexo ampliado, tomando I (q) = oo e Ty (c0) =g. Tem-se que ]3( € a
transformacao identidade, e T4(z) = z se, e somente se, z € K.

A proposicao a seguir nos da uma férmula explicita para a inversao geométrica, numa
circunferéncia de centro g e raio R.

Proposicao 13. Seja K uma circunferéncia de raio R e centro q. Se z # q,00, entao

RZ
Z:Iq((z):q+z_ﬁ- (4.8)

Demonstracio. Para z # g, 00, tem-se [(Z — )(Z — )| = |z — gllZ — g| = R*>. Uma vez que
arg(z — q) = arg(Z — q), segue-se que arg(z — 7)(Z — q) = 0 e, portanto, (z —q)(Z — q) = R*.
Resolvendo esta tultima equacao em ordem a Z, obtém-se o pretendido. O

Nota 10. Tendo em conta a Observagio 7 temos que g = —c/a e R* = (cc — af)/a? e,
portanto, podemos reescrever a equagao (4.8) na forma:

cz+pf

az+c

Fig. 4.5: Inversao geométrica numa circunferéncia C de centro 0 e raio 1.

Observacao 9. Em particular, se q é a origem e R =1, a expressao (4.8) se escreve como
Tx(z) =1/z. A imagem de um ponto z = re’® por uma inversio complexa é
1 1 5

_:_e_
Z r
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pelo que o mddulo é o inverso do inicial e o argumento simétrico (veja-se a Fig. 4.5).
Observe-se que um ponto no exterior da circunferéncia € transformado, pela inversao com-
plexa, num ponto no seu interior, e vice-versa.

A Fig. 4.5 ilustra a forma de decompor a inversao complexa em duas transformacoes,
num processo com dois passos sucessivos:

1) (inversdao geométrica) transformar z = re no ponto na mesma direc¢do de z mas
com médulo inverso, designadamente o ponto %816 =1/z.

2) (reflexdo) Tomar o complexo conjungado (isto é, aplicar a reflexdo no eixo real), que
transforma 1/z em 1/z.

Usando a equagao (4.7), podemos obter Z a partir de z (quando z esté no interior de K)
como a seguir se descreve: seja L a recta definida por g e z. Constroi-se a perpendicular
a L em z e no ponto onde esta intersecta K considera-se a tangente a K. O ponto de
interseccao desta tangente com L é o ponto Z, como facilmente se prova por semelhanca de
triangulos (veja-se a Fig. 4.6). Portanto, o infinito é o inverso de g em relacao a K.

Fig. 4.6: Determinagao do inverso geométrico de um ponto z no interior de K.

Ha uma interessante analogia entre a inversao numa circunferéncia K, Z, e a reflexao
numa recta L, ;. Ora,

1) L divide o plano em duas componentes, que sdo permutadas entre si por oy;
2) cada ponto de L permanece fixo;

3) a reflexao é involutiva, ou seja, inversa de si mesma: O% =id.
Quer isto dizer que o ponto z e a sua reflexao o;(z) sdo simétricos em relacao a L.

Nota 11. A inversao geométrica numa circunferéncia goza destas trés propriedades da
reflexao numa recta. Por isso, costuma também designar-se reflexao numa circunferéncia
dizendo-se os pontos z e Z = T4(z) simétricos relativamente a circunferéncia.
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Fig. 4.7: Figura ilustrativo da Proposicao 14.

Deduz-se, de seguida, duas propriedades elementares da inversao geométrica.

Proposigao 14. Se a inversao numa circunferéncia de centro q e rato R transforma z e
w, respectivamente, em Z e W, entdao os triangulos Azqw e AZq® sao semelhantes.

Demonstracao. Nas condicoes da proposicao e por definicao de inversao, vem

g —zllg =2 = R* = g — wllg — @l.
Portanto,
lg—zl g -l
g—wl — lg-zI
Notando que o angulo Z(wgz) é congruente com o angulo £(@ qZ2) (veja-se a Fig. 4.7 ), fica
estabelecida a propriedade. O

Corolario 5. Sez e w sao dois pontos arbitrdrios e Z = Tg(z) e W = Loc(w) suas respectivas
imagens sob a inversao em relacdo a K, entdo a distancia entre Z e @ € dada por

RZ
Z — 0|

Z—W=—|z—w|. 4.9
| g—zlg—wl * Y (4.9)

Demonstrag¢ao. Com efeito, usando a Proposicao 14 e o facto de, em triangulos semelhantes,
a angulos geometricamente iguais se oporem lados de comprimentos proporcionais (veja-se
a Fig 4.7), obtém-se a relacao entre a distancia entre dois pontos |z —w| e a distancia entre
as suas imagens |Z — @|:

Z-@ lg—@ R?

z-wl lg—z lq-zllg—wl’

conforme pretendido. O

Vamos, agora, examinar os efeitos da inversao geométrica, J 4, em rectas e circunferén-
cias. Esses efeitos podem ser visualizados utilizando um programa de geometria dinamica,
como por exemplo o Geogebra.
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Observacao 10. Consideremos uma recta L que passa pelo centro q de uma circunferéncia
XK. Pela definicao de inversao € claro que I aplica a recta L nela mesma, o que podemos
escrever como Lg(L) = L. Dessa forma, I troca as partes de L interiores e exteriores a
K e os unicos pontos de L que permanecem fizos sao os dois pontos onde L intersecta K.

A proposicao a seguir nos diz o que acontece com uma recta L que nao passa pelo centro
g de K ao ser invertida em relagao a K (veja-se a Fig. 4.8).

w

Fig. 4.8: A inversao na circunferéncia K de uma recta L que néo passa pelo centro g de K.

Proposicao 15. A inversao de uma recta L, que nao passa por q, numa circunferéncia de
centro q e raio R é D —{q}, onde D é uma circunferéncia que passa por q e que tem centro
na perpendicular a L que passa por q.

Demonstracdo. Sejam w um ponto arbitrario pertencente a recta L e z o ponto de in-
tersecgao de L com a recta perpendicular passando por g. Da Proposicao 14 temos que
L(qWZ) = L(gzw) = m/2. Portanto, @ pertence a circunferéncia D — {g}, onde o segmento
de recta gZ é o seu diametro. O

Corolario 6. Se D for uma circunferéncia que passa por q, entdo a inversa de D — {q}
numa circunferéncia K de centro q e raio R € uma recta perpendicular a recta gA, em que
[gA] € o diametro de D que passa por q.

Demonstragao. Decorre imediatamente da Proposicao 15, pois a inversao geométrica é uma
transformacao involutiva. O

O proximo resultado diz respeito a inversao de uma circunferéncia que nao passa pelo
centro de inversao.
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Fig. 4.9: A inversao na circunferéncia K de uma circunferéncia que ndo passa pelo centro g de K.

Proposicao 16. A inversa de uma circunferéncia C que nao passa por q numa circunfe-
réncia K de centro q e raio R € outra circunferéncia que também nao passa por gq.

Demonstragao. Sejam r, a recta que contém os pontos g e o centro de C, e z,w € r N C.
Assim, o triangulo zwp é rectangulo em p, onde p é um ponto arbitrario de C distinto de z e
w. Sejam Z, W e P as imagens pela T de z, w e p, respectivamente. Da Proposigao 14 temos
que os angulos Z(qzp) e £(gPZ) sao congruentes, bem como os angulos Z(gwp) e L(gPpm).
Considerando o triangulo rectangulo zwp, observamos que Z(gzp) = Z(zpw) + L(zwp).
Segue-se que Z(WpzZ) = 1t/2 (veja-se a Fig. 4.9) e, portanto, Z e @ sao as extremidades de
um diametro duma circunferéncia que passa por p. O

Z1

22z4

z3

Fig. 4.10: Quadrilatero de vértices z1, 2o, z3, Z4 inscrito numa circunferéncia.

Demonstraremos, de seguida, o Teorema de Ptolemeu, usando simplesmente a geometria
das inversoes.
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Considere o quadrildtero (z1z,z3z4) cujos vértices sao zi, Zp, Z3 € Z4 inscrito numa cir-
cunferéncia (veja-se a Fig. 4.10). Ptolemeu, cerca de 150 d. C. provou o teorema que se
segue:

Teorema 18 (Teorema de Ptolemeu). A soma dos produtos dos comprimentos dos la-
dos opostos do quadrildtero (z12223z4) € igual ao produto dos comprimentos das diagonias.
Simbolicamente,

|z1 — z4llzo — z3| + |21 — Zollz3 — 24l = |21 — z3ll22 — z4l.

Fig. 4.11: Inversao dos vértices z, z3, z4 do quadrilatero (z1z2z3z4) numa circunferéncia K centrada em z;.

Demonstracao. Invertendo a figura numa circunferéncia K centrada num dos vértices do
quadrilatero (veja-se a Fig. 4.11), obtém-se

|22 — Za| + 125 — Zul = |22 — Z4].
Tendo em conta (4.9), deduzimos que

|22 — z3] |25 — 24 _ |22 — 24
|z1 — 2ollz1 — z3 |21 — zallz1 — z4 |z1 — Zollz1 — Z4|/

conforme pretendido. O

Proposicao 17. Toda transformagao de Mdébius nuclear (translagdo, rotagdo, homotetia,
inversao complexa) é o produto (ou seja, € o resultado da composi¢ao) de duas inversoes
geométricas.

Demonstracao. A demonstragao dessa proposi¢ao pode ser encontrada em [17]. O
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Corolario 7. Toda transformagao de Mobius é o produto de nao mais do que sete trans-
formagoes nucleares, consequentemente € o produto de um nimero par (< 14) de inversoes.

Proposicao 18 (Razao cruzada vs simetria). Seja C uma circunferéncia que passa pelos
pontos z1,2,23. Os pontos Z e z sao simétricos em relacao a C se, e somente se,

(2,21, 22, 23) = (2,21, 22, Z3).

Demonstracao. Seja C = {z : |z — zo| = R}, (circunferéncia de centro zg e raio R), e sejam
Z1, 22, z3 € C. Nas condigoes da proposicao e tendo em conta que a razao cruzada é
invariante para transformacoes de Mébius, vem

(Z,21;,20,23) = (2,21,22,23)
= (z— 20,21 — 20,22 — Z0,Z3 — Z0)
R? R? R?
= (Z — Zo, ; 7 )
Z1—2Z0 Zp —Zp Z3— 29
RZ
= (_ —,21 — 20,22 — 20,23 — Zo)
zZ—2p
RZ
= (Zo + == ,21;22,23)-
Z—2p
Portanto,
RZ
Z=zp+ ——,
zZ—2
0 que prova o pretendido. O

Para terminar esta seccao, provemos que as transformagoes de Mobius preservam a
simetria.

Teorema 19 (Principio da Simetria). Se uma transformacao de Mdébius transforma uma
circunferéncia C, numa circunferéncia Cy, entao transforma qualquer par de pontos simé-
tricos em relagao a C; num par de pontos simétricos em relag¢ao a C,.

Demonstracao. Sejam zq1,z2,z3 € C1 e T a transformacao de Mobius que leva C; em Cs.
Como a razao cruzada é invariante para T, segue-se da Proposicao 18, que se z e Z sao
simétricos em relacao a C1, Z = I ¢,(z), entao

(T(2), T(z1); T(z2), T(z3)) (2,21, 20, 23)
= (2,21;22,23)

(T(z), T(z1); T(z2), T(z3))-

Como T(z1), T(z2), T(z3) € C,, conclui-se que T(Z) e T(z) sao simétricos em relagao a Cs,
isto ¢, T(Z) = 1 c,=1¢;)T(2), 0 que prova o pretendido. O
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4.5 Conformidade e principio da orientacao

Nesta seccao mostraremos que as transformacoes de Mobius sao transformacgoes confor-
mes e, também, reflectiremos sobre o principio da orientacao. Os conceitos aui apresenta-
dos, tém [3] e [13] como suporte bibliogréfico.

Teorema 20. As transformacoes de Mdbius sao transformacgoes conformes.
Demonstracao. Seja T uma transformagao de Mobius,

az+b

T = cz+d’

com a,b,c,d € Cead —bc #0. Sec=0,entaoa # 0 e d # 0, uma vez que ad — bc # 0.
Nestas condigoes,

a
T'(z) = - # 0.
@)="1
Por seu lado, se ¢ # 0, vem
ad — bc
T'(z) = ——= #0.
) (cz + d)?
Sendo assim, uma transformacao de Mobius T nao tem pontos criticos, pelo que é conforme
no seu domimio de analiticidade, ou seja, é conforme para z # —d/c e z # oo. i

Exemplo 6. Como vimos, a inversio geométrica Lc(z) = 1/z resulta da composi¢io da
fung¢do conjugacdo com uma transformagao de Mébius (a inversao complexa). No caso
geral, uma tmversao geométrica em relagao a uma circunferéncia arbitrdria obtém-se como
composicao da funcdo conjugacao com uma determinada transformacao de Mobius. Desta
forma, a inversao geométrica nao € conforme, uma vez que preserva a medida de amplitude
dos angulos, mas nao a sua orientagao.

Proposicao 19. Uma transformacao de Mobius (4.1) fiza o eizo real se, e somente se, 0s
coeficientes a,b,c,d € R.

Demonstragao. A demonstragao dessa proposicao pode ser encontrada em [13]. |

Reflectiremos, agora, sobre o principio da orienta¢do. As transformacoes de Mobius,
sendo conformes, preservam a medida dos angulos e a sua orientacao. Intuitivamente,
podemos dizer que a direita e esquerda sao preservadas.

Observacao 11. A orientacdo de uma circunferéncia C fica inteiramente determinada por
um terno ordenado de pontos z1,z,,z3 € C.

Definicao 29. Diz-se que o ponto z nao pertencente a circunferéncia C estd a direita de
C se

Im(z,z1;22,23) <0
e esta a esquerda de C se

Im(z,z1;25,23) > 0.
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H& que mostrar que sé existem duas orientagoes possiveis, mais concretamente, verifi-
quemos que a distincao entre esquerda e direita é andloga a distin¢ao entre o semi-plano
superior e inferiror. Como a razao cruzada é invariante, e como as transformacoes de Mo-
bius levam “circunferéncias” em “circunferéncias”, basta considerar o caso de C ser o eixo
real. Entao de acordo com (4.6)

az+b
cz+d

(z,21;20,23) =

pode ser escrita com coeficientes reais, tendo-se

ad — bc
———Im
lcz + d|?

cujo sinal s6 depende de ad — bc # 0, mostrando-se assim o pretendido.
Note-se que

Im(z,21;22,23) = z,

Im(z,z1;22,23) =0 Im(z) =0 ze C.

O teorema que se segue decorre, imediatamente, do facto da razao cruzada ser invariante
para transformacoes de Mobius.

Teorema 21 (Principio da Orientacao). Uma transformacgao de Mébius T transforma uma
circunferéncia Cy, orientada pelo terno zq1,z,,z3, numa circunferéncia C, que orientamos
pelo terno T(z1), T(z2), T(z3), de tal forma que a esquerda e direita de Cy € transformada
na esquerda e direita de C,, respectivamente.

Exemplo 7. Consideremos a circunferéncia unitdria C, orientada no sentido anti-hordrio.
Assim, a orientacao de C pode ser caracterizada, por exemplo, pelo terno1,i,—1. De acordo
com (4.6), tem-se

. z—1i+1 z—1
@) =@Li-D)= "33 =737
Em particular,
1
TO)=1 e T(2) = —gi, (4.10)

pelo que Im(0,1,i,—-1) > 0 e Im(2,1,i,—1) < 0. Concluimos, como seria de esperar,
que 0 estd a esquerda e 2 estd a direita de C. Pensemos, numa particula a percorrer a
circunferéncia C no sentido anti-hordrio. No seu movimento, esta particula depara com o
ponto 0 a sua esquerda e com o ponto 2 a sua direita. Em relagao a infinito, a particula
deverd observa-lo a sua direita. De facto, tem-se
T(c0) = lim T(z) = —i,
Z—00

donde Im T(c0) < 0. Caso a particula percorra a circunferéncia C no sentido hordrio, entao
encontrard a sua esquerda os pontos que anteriormente encontrara a sua direita e vice-
versa. Para termos uma confirmacao algébrica, basta refazermos os cdlculos, invertendo o
sentido da circunferéncia, para, por exemplo, S(z) = (z,1;—1,i). Ter-se-d obrigatoriamente
ImS(0) <0 e ImS(2) > 0.

Madrio Lopes Pag. 41 de 76



Cap 4. Transformagoes de Mdbius
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Fig. 4.12: Comportamento da transformacao de Mobius T.

Toda transformacao de Mobius transforma “circunferéncias” em “circunferéncias”. Além
disso, T transforma os pontos 1,i,—1 da circunferéncia C, respectivamente, nos pontos
0,1, 0. Desta forma, T tera que transformar C no eixo real (orientado no sentido usual).

Além disso, a esquerda e direita de C também sao preservadas. De facto, de (4.10)
segue-se que o disco unitario aberto de centro 0 e raio 1, D(0, 1), é transformado no semi-
plano superior aberto, enquanto que o complementar do disco unitério fechado C —D(0,1)
é transformado no semi-plano inferior aberto (veja-se a Fig. 4.12).
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Capitulo

O Grupo de Lorentz

Neste capitulo estudaremos o espago vectorial de Minkowski e o grupo de Lorentz, cu-
jos elementos sao chamados de transformacgoes de Lorentz, dentro do contexto da teoria
da relatividade restrita. Nao é o nosso objectivo, aqui, introduzir a teoria da relatividade
restrita mas sim, apresentar um conjunto de conceitos fundamentais para o capitulo se-
guinte, onde estabeleceremos uma relagao existente entre as transformagoes de Mébius e
as transformacoes de Lorentz.

5.1 Preliminares

Um espaco vectorial V', sobre o corpo dos nimeros reais IR é um conjunto, cujos ele-
mentos sao chamados vectores, no qual estao definidas duas operacoes: a adicao, que a
cada par de vectores u,v € V faz corresponder um novo vector u+v € V, chamado a soma
de u e v, e a multiplicagao por um ntimero real, que a cada nimero a € R e a cada vector
v € V faz corresponder um vector « - v, ou av, chamado o produto de & por v. Essas
operagoes devem satisfazer, para quaisquer a,f € R e u,v,w € YV, as condicoes abaixo,
chamadas os axiomas de espacgo vectorial:

comutatividade: u+v =0+ u;
associatividade: (u+v)+w =u+ (v + w);

vector nulo: existe um vector 0 € V', chamado vector nulo, ou vector zero, tal que
0+v=v+0=0, para todo v € V;

inverso aditivo: para cada vector v € V existe um vector —v € V, chamado o
inverso aditivo, ou simétrico de v, tal que v + (—v) = —v +0v = 0;

distributividade: (a + p)v

av + fo e a(u +v) = au + av;

multiplicagao por 1: 1-v=0.
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Seja V um espaco vectorial arbitrario de dimensao n > 1 sobre o corpo dos numeros
reais. Uma forma bilinear em YV é uma fungao g: VXV — R que ¢ linear em cada uma
das variaveis, isto é,

gmv + vy, w) = a18(v1, w) + a28(02, W)
g, mwy + ;wy) = a18(v, wr) + ax8(v, w»),

onde os a; sao numeros reais e os v;, w; € V. A forma bilinear g diz-se simétrica quando
g(w,v) = g(v,w) para todo v,w € V e ndo-degenerada quando g(v,w) = 0, para todo
w € V implicar v = 0.

Uma forma bilinear g, simétrica e nao-degenerada é geralmente chamada de produto
interno e a imagem de (v, w) pela g ¢ frequentemente escrita v - w em vez de g(v,w). O
exemplo standard é o produto interno usual em R": se v = (¢!,...,0") e w = (w!,...,w"),
entao ¢(v,w) = v-w = v'w! + -+ + v"W". Este produto interno, particular, é positivo
definido, isto é, goza da seguinte propriedade: se v # 0, entao g(v,v) > 0. Nem todos os
produtos internos compartilham esta propriedade.

Exemplo 8. O produto interno ¢ : R* X R" — R definida por g(v,w) = v'w' + v*w? +
v+ 0w — o'W, ndo € positivo definido. Com efeito, dados v = (0',0%,...,v") com
@) = @)+ + @ ew = (W', w? ..., w") com (W")? > (w')?+---+ (W 1)? obtemos,
respectivamente, g(v,v) =0 e g(w,w) < 0.

Se g é um produto interno em V, entao dois vectores v e w para os quais g(v, w) = 0 s@o
chamados g-ortogonais, ou simplesmente ortogonais se nao houver ambiguidade quanto ao
produto interno pretendido. A forma quadrdtica associada ao produto interno g em V ¢é
a fungao Q : V — R definida por Q(v) = g(v,v). Um vector v € V para o qual Q(v) é 1
ou —1 é chamado de vector unitario. Uma base {ey,...,e,} de V. que consiste de vectores
unitarios mutuamente ortogonais, é chamado de base ortonormal de V.

Teorema 22. Se V € um espaco vectorial real n-dimensional no qual € definida uma forma
bilinear g : VXV — R, nao-degenerada e simétrica, entao existe uma base {ey, ..., e,} de
V tal que g(ei,e;) =0 sei# j e Qe) = +1 para cadai=1,...,n. Além disso, o nimero

de vectores base e; para o qual Q(e;) = —1 € 0 mesmo para qualquer uma dessas bases.
Demonstracao. A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [11]. O
O numero r dos e; em qualquer base ortonormal de g com Q(e;) = —1 é chamado indice

de g. Doravante, assumiremos que todas as bases ortonormais sao indexadas de forma que
estes e; aparecam no final da lista e sao numeradas da seguinte forma:

{ell €2, v s Ch—rsCrptls vy en}

onde Q) =1 parai=1,2,...,n—re Q) =—-1parai=n—-r+1,...,n. Em relacdo a
tais bases se v = v'e; e w = w'e;, entao temos

g(v’ ZU) — vlwl + Z)2wZ T L L Z)n—r+1wn—r+1 — e — "
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5.2 Espaco-tempo de Minkowski

Com base nos trabalhos de Lorentz, Poincaré e Einstein, em 1907 o matemaético alemao
Hermann Minkowski (1864 - 1909) mostrou que a teoria da relatividade restrita poderia
ser melhor formalizada assumindo-se que os fenémenos fisicos ocorrem nao num espaco
tridimensional, mas sim num espaco quadridimensional, denominado o espacgo-tempo de
Minkowski, aqui representado por M.

Definigcao 30. O espaco-tempo de Minkowski M é um espaco vectorial real quadridimen-
stonal no qual é definida uma forma bilinear g, nao-degenerada, simétrica e de indice 1.
Os elementos de M sao chamados eventos e § € designado de produto interno de Lorentz.

A quadridimensionalidade de M é equivalente a existéncia de uma base {eq, e, €3, €4}
com a seguinte propriedade: se v = ve, e w = we,, entao

¢(v,w) = v'w' + v*w? + P’ — vrw'.

Uma base ortonormal {e1, 5, 3,4} de M fornece as coordenadas deste mundo de eventos
e deve ser identificado com um “sistema de referéncia”. Assim, se x = x'e; +x%e, +x3e;+x*ey,
consideramos (x!, x2, x>, x*) como sendo as coordenadas de x em relaciao a base {e,}, onde
(x!, 2%, x%) e (x*) sdo as coordenadas espaciais e temporal, respectivamente, fornecidas ao
evento x por um observador que se encontra neste sistema de referéncia.

Nota 12. Para simplificacao da escrita, introduzimos a matriz 1, 4 X 4 definida por

0 0
0
n= 0

OO O
O = OO

1
0
0 -1
cujas entradas sdo denotadas por Ny ou 1%, onde a escolha em qualquer situagdo especifica
é ditada pelos requisitos da convengio de somatdrio. Assim gy =n"=1sea=b=1,2,3,
-1 sea=b=4 €0 caso contrdrio. Como resultado, podemos escrever g(e,,ey) = Nap = n“b
e, com a convengdio de soma, §(v, w) = Nyv"w'.

Uma vez que o produto interno de Lorentz ¢ em M nao é positivo definido, existem
vectores v diferentes de zero em M para os quais g(v,v) = 0, por exemplo, v = e + ¢4 é um
destes, com efeito g(v,v) = Q(e1) +2g(e1,e4) + Qes) =1+0-1=0.

Defini¢ao 31. Um vector v € M diz-se nulo, ou do tipo-luz, quando Qv) = g(v,v) = 0.

O espaco vectorial M, na realidade, possui bases que consistem exclusivamente de
vectores nulos, como mostra o exemplo a seguir:

Exemplo 9. O conjunto B = {e1 +ey, er+ey,e3+e4, —e1 +e4} constitui uma base nula de M,
isto €, B € um conjunto de quatro vectores nulos, linearmente independentes e que geram
M, como facilmente se verifica.
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Uma base formada por vectores nulos pode nao consistir de vectores mutuamente or-
togonais. No entanto, utilizando a desigualdade de Schwartz em R3, prova-se facilmente o
seguinte:

Teorema 23. Dois vectores nulos v e w diferentes de zero em M, sao ortogonais se, e
somente se, sao paralelos, isto €, existe t € R tal que v = tw.

Considere dois eventos distintos xg e x para os quais o vector deslocamento u = x — xg
de xp para x é nulo, isto é, Q(u) = Q(x — x9) = 0. Em relagdo a qualquer base ortonormal
{ea}, se x = x"¢, e xo = x{e,, entao

(! —xp)* + (= xg)* + (6 = x3)? — (x* — x5)> = 0. (5.1)

A condigao acima descreve a relacao existente entre dois eventos que se encontram na
linha de mundo (sequéncia continua de eventos) de algum fotdao. Por esta razao, e devido
a semelhanca formal entre (5.1) e a equacao de um cone circular em RR3, definimos o cone
nulo (ou cone de luz) Cy(xp) no ponto xo € M por

Cn(xg) = {x e M: Q(x — x¢) = 0}

e imagindmos-no-lo suprimido a terceira dimensao espacial x° (veja-se a Fig. 5.1).

Fig. 5.1: Cone nulo ou cone de luz.
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Assim, Cy(xo) consiste de todos os eventos em M que estao “conectados com xg por
um raio de luz”. Para qualquer evento x (diferente de xp), definimos a linha de mundo nulo
(ou raio de luz) Ry, x, contendo xg e x por

Rypx = {xo +t(x —xp) : t € R}
e pensemos nela como a linha do mundo do fotao que passa por xj e x.
Lema 4. Se x,xo € M com x # xy e Q(x —xp) =0, entdo Ry, x = Ry,
Cn(xp) é apenas a uniao de todos os raios de luz que passam por xy. De facto,

Teorema 24. Se xg e x sdo dois eventos distintos em M com Q(x — xo) =0, entdo
Rxo,x = CN(X()) N CN(X). (52)

Demonstragao. Sejaz = xo+t(x—xp) um elemento de R, ». Entao z—xy = t(x—x), portanto,
Qz — x9) = 2Q(x — x9) = 0, logo z € Cn(xp). Do Lema 4 segue que, z € Cy(x) e assim
Ry, x € Cn(x0) N Cn(x). Para provar a inclusao oposta, assumimos que z € Cn(xp) N Cn(x).
Entao cada um dos vectores z — x, z — xg e Xo —x é nulo. Mas z —xp = (z — x) — (xo — x),
portanto 0 = Q(z — x9) = Q(z — x) —28(z — x, x0 — x) + Q(xp — x) = 2g(z — x, xp — x). Assim,
g(z—=x,% —x) = 0. Se z = x nao ha mais o que provar. Se z # x e como X # Xy, entao
aplicando o Teorema 23 aos vectores nulos ortogonais z — x e xy — x obtemos t € IR tal que
z —x = t(xp — x) e segue-se que z € Ry, ». O

Definicao 32. Dizemos que um vector v € M € do tipo-tempo quando Q(v) < 0 e do
tipo-espaco quando Q(v) > 0.

Exemplo 10. Seja B = {e1, ey, e3,e4} uma base ortonormal de M. Os vectores v = ey + 2ey
e w = ey — 2e3 sao, respectivamente, do tipo-tempo e do tipo-espaco. Com efeito,

Qo) = gley,er) +4g(er, eq) +4g(ese)) =1-4=-3<0
Qw) = gler,er) —4g(er,e3) +4g(es,e3) =1+4=5>0.

Observagao 12. Sejam x e xo dois eventos em M. Se o vector deslocamento x — xo €
do tipo-tempo, isto €, Q(x — x9) < 0, entao em relacao a qualquer base ortonormal de M,
(Ax1)? + (Ax?)? + (Ax3)? < (Ax*)? (x — xp se encontra no interior de Cn(xg)). Se x —xo € do
tipo-espaco, entao a desigualdade € invertida e imaginamos X — Xy no exterior de Cn(Xo).

Nota 13. Se {e1, ey, e3,e4} e {é1,85,83,84} sao duas bases ortonormais de M, entdo existe
uma unica transformacao linear L : M — M tal que L(e,) = é, para cadaa =1,2,3,4.

Definicao 33. Uma transformagado linear L : M — M diz-se uma transformacao ortogo-
nal de M quando g(Lx,Ly) = g(x,y), Vx,y € M.

Lema 5. Seja L : M — M uma trasformagao linear. Sdo equivalentes as sequintes
afirmacgoes:

Madrio Lopes Pag. 47 de 76



Cap 5. O Grupo de Lorentz

(a) L é uma transformacao ortogonal;
(b) L preserva a forma quadrdtica de M, isto €, Q(Lx) = Q(x), Yx € M;
(c) L leva bases ortonormais em bases ortonormais.

Demonstragao. (a) = (b): Se x € M, entdao Q(Lx) = g(Lx,Lx) = g(x,x) = Q(x). (b) = (a),
Dados x, y € M, olhemos para a quantidade g(L(x+y), L(x+y))—g(L(x—y), L(x—y)) de duas
formas diferentes. Por um lado g(L(x + y), L(x + y)) — g(L(x — y), L(x — v)) = 4g¢(Lx, Ly). Por
outro lado, usando a hipétese, g(L(x+vy), L(x+y))—g(L(x—vy), L(x—vy)) = 4g(x, y). Portanto,
g(Lx,Ly) = g(x,y). (b) = (c): Sejam B = {uy, uy, u3,us} C M uma base ortonormal e
L : M — M uma tranformacao linear, onde Lu; = vy, Luy = vy, Lus = v3 e Luy = vy. B
suficiente mostrar que B* = {v1, v, U3, U4} é uma base ortonormal de M, isto é, Q(v;) = =1
e g(v;,v)) = 0 para i # j. Com efeito, Q(v;) = Q(Lu;) = Q(u;) = 1. Por outro lado,
g(v;,v;) = g(Lu;, Luj) = g(u;,u;) = 0, para todo i # j. (c) = (a): Sejam {e,} e {Le,} bases
ortonormais de M. Escrevendo, x = x%, e y = e, tem-se que g(x,y) = x"y’g(e, e) =
nabxayb. Por outro lado, temos que

g(Lx,Ly) = x"y’g(Le,, Ley)
= x"y'glen )
= Xy’
= 8y)

concluindo assim o pretendido. O

Sejam L : M — M uma transformacao ortogonal e {e1, e,,e3,e4} uma base ortonormal
de M. Pelo Lema 5, &, = Ley, é& = Ley, &3 = Les e €4 = Ley também formam uma base
ortonormal de M. Em particular, cada e,, u = 1,2,3,4, pode ser expresso como uma
combinagao linear dos é;:

e, =A 8+ A2 6+ N3+ AT e = A6, u=1,2,34, (5.3)

onde A", sao constantes. Assim, as condicoes de ortogonalidade g(e.,es) = 1, onde
¢,d=1,2,3,4, podem ser escritas

AVCA Y AT AN A NN - A A = 1y (5.4)
ou, segundo a convencao da soma,
A A N =N, ¢,d=1,2,3,4, (5.5)
ou equivalentemente como

A Ay =n", a,b=1,2,3,4, (5.6)
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Definicao 34. A matriz A = [A"plop=1234 associada a transformagao ortogonal L e a base
ortonormal {e,} € definida por

Ay Aty Ay Al
A AY, AY Ay

Observacao 13. Consideramos a matriz A associada a L e {e,}, como uma matriz de
transformacao de coordenadas. Mais precisamente, se o evento x € M tiver coordenadas
x = x'e; + x%e, + xX3e5 + x*ey em relacdo a base {e,}, entdo as suas coordenadas em relacdo
a base {&,} = {Le,} sdo x = £'&; + 826, + %365 + ¢4, onde

o= A+ AL AL A
2 = APl AT+ AT+ A%
2= APt AR+ A+ A
o= At AL A A

que geralmente escrevemos de forma mais concisa como
=AW,  a=1,234 (5.7)

Nota 14. Ao efectuar as multiplicacoes de matrizes, abaixo, indicadas, mostra-se que a
condicao (5.5) € equivalente a
ATnA =1, (5.8)

onde T significa “transposta’.

A condigao (5.8) traduz o facto de que A é a matriz de uma transformagao linear que
preserva a forma quadratica. Em particular, se x — xy é o vector deslocamento entre dois
eventos para os quais Q(x — xg) = 0, entdao (Ax')? + (Ax?)? + (Ax®)? — (Ax*)? e (AR))? +
(A%2)? + (A%3)? — (A%*)? sdo ambos iguais a zero, onde A%* = A%, Ax?.

Definicao 35. Toda matriz (4X4) que satisfaz a condi¢cao (5.8) € chamada de tranformacao
geral de Lorentz.

Observagao 14. Tomando determinantes em ambos os lados de (5.8) obtemos, det A = +1.
Portanto, a matriz A associada a transformagdo ortogonal L € invertivel, assim ATnA =1
implica ATn =nA", ou seja, A7 =7 ATy, como 171 = 1 vem

At =nATn. (5.9)

Teorema 25. O conjunto de todas as transformacoes gerais de Lorentz munido da multi-
plicacao usual de matrizes € um grupo.
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Demonstracao. Como a matriz identidade é o elemento neutro, a multiplicacao de matrizes
¢ associativa e, além disso, para cada transformacao de Lorentz A existe A™!, é suficiente
provar que esse conjunto é fechado para multiplicacoes e inversas. Se A e Y sao duas
transformagoes de Lorentz, entao ATnA = n e YInY = 1. Mostremos que AY e A™! sdo
também transformacoes de Lorentz. Com efeito,

(AY)Tn(AY) YTATHAY
Y'nY

= ‘r].

Por outro lado, tendo em conta (5.9), vem
(AT AT = AT (A )
= n'An"qnA'n
= nA(A™Y)
= T]AA_1

=1
0 que prova o pretendido. O

Definigao 36. O grupo referido no Teorma 25 chama-se grupo geral de Lorentz e denota-se
por Lgp.

Observacao 15. Denotando as entradas da matriz A™' por A,°, obtemos de (5.9)

At AT AT OALT Alr A N —AY
A2 A A AR || AL A, AT, A, (5.10)
A2 A? AP A3 | T Al A%y Ad3 —AY | '
At At At ALY -A'y -A?y A%, AYy
Os andlogos de (5.3) e (5.7) sao, respectivamente
e, = N, e, u=1,273,4 (5.11)
X' o= AR b=1,23,4. (5.12)

5.3 Transformacoes de Lorentz

Observe que, definindo ¢ = d = 4 em (5.5), obtemos (A*4)? = T+ (Al 4)?+(A? 1)? + (A3 ,)?
de modo que, em particular, (A*4)* > 1. Consequentemente,

A*y>1 ou A*,<-1. (5.13)

Definicao 37. Um elemento A de Loy diz-se ortocrénica quando A*4 > 1 e ndo ortocro-
nica quando A*, < —1.
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Teorema 26. Sejam v um vector do tipo-tempo e w do tipo-tempo ou nulo, e diferente de
zero. Se {e,} € uma base ortonormal de M com v = v, e w = w'e,, entao ou

(i) g(v,w) <0 se v'w* >0,

(ii) g(v,w) >0 se v*w* < 0.
Demonstracio. Pela hipétese do teorema, temos ¢(v,v) = (v')? + (v?)* + (v°)* = (v*)* <0 e
(w")? + (w?)? + (w?)? — (w*)? < 0, de modo que (v*w*)? > ((©})? + (v*)? + (0*)?)((W')? + (w?)* +
(w®)?) > (v'w! + v?w? + v’>w3)?. A segunda desigualdade acima resulta da desigualdade de
Schwartz em IR®. Portanto,

[o*w?] > [o'w! + *w? + V3w,

assim, em particular, v*w* # 0 e, além disso, g(v,w) # 0. Suponhamos que v*w* > 0.
Entao v*w?* = [v*w?| > [v'w! + 0*w? + v*w?| > v'w' + v*w? + v*w? e portanto, v'w! + v*w? +
vw? — vtw* < 0, isto é, g(v,w) < 0. Por outro lado, se v*w* < 0, entao g(v,—w) < 0 e
portanto g(v, w) > 0. O
Corolario 8. Se um vector diferente de zero em M ¢é ortogonal a um vector do tipo-tempo,
entao ele € do tipo-espaco.

Denotamos por 7 o conjunto de todos os vectores do tipo-tempo em M e definimos uma
relagdo ~ em 7 da seguinte forma: Se v,w € 7, entao v ~ w se, e somente se, g(v,w) < 0
(ou seja, v* e w* possuem os mesmos sinais em qualquer base ortonormal).

Proposicao 20. A relagao ~ € uma relagao de equivaléncia em T, isto €, a relacdo ~ é:
1. Reflexiva (v ~ v para todo v em T),
2. Simétrica (v ~w implica w ~ v),
3. Transitiva (v ~w e w ~ x implica v ~ X).

Além disso, T ¢ a uniao de duas classes disjuntos, T e 17, com a sequinte propriedade:
v ~w para todov ew em T, v ~w para todo v e w em T~ eV * W se um dos vectores v
ou w esta em T e 0 outro em T.

Pensamos nos elementos de " (e 77) como tendo a mesma orientac¢ao temporal. Mais
especificamente, seleccionamos, arbitrariamente, T+ e referimos aos seus elementos como
vectores do tipo-tempo direcionados para o futuro, enquanto que os vectores em 7~ chama-
mos de vectores do tipo-tempo direcionados para o passado.

Proposigao 21. Sev,w € t* (17) e r é um numero real positivo, entao rv,v+w € T+ (17).

Definicao 38. Para cada xg € M, definimos o cone de tempo Cr(xy), o cone de tempo
futuro C(xo) e o cone de tempo passado C;(xg) em xo por

Cr(xg) = {xe M:Q(x—-xy) <0},
7(x0) = xeM:x—xpet"})=Cr(xo)N7",
Crxg) = [xeM:x—xp€1}=Cr(xg) N1
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Fig. 5.2: Cone do tempo.

Observagao 16. Podemos imaginar Cr(xg) como o interior do cone nulo Cn(xg) € ela é a
uniao disjunta de C3(xo) e C(xp).

Vamos, agora, estender a nocao de direccao passado e futuro para vectores nulos dife-
rentes de zero. Comecamos por observar que, se n ¢ um vector nulo diferente de zero, entao
n-v tem o mesmo sinal para todo v € T+. Com efeito, suponhamos que existem vectores
1,0, € T tais que n-v; < 0en-vy, > 0. Podemos assumir que |n - v1| = n - vy, pois se
este nao é o caso, podemos substituir vy por (n-v,/|n-v1])v1, que também esta em 7*, pela
Proposicao 21, e satisfaz g(n, (n - vy/|n - v1))v1) = (n - va/|n - v1])g(n,v1) = —n - v;. Assim,
n-v; = —n-vy, ou seja, n-(v1 +v;) = 0. Mas, novamente, pela Proposicao 21, v; + v, € T*
e portanto, em particular, ¢ um vector do tipo-tempo. Como n é um vector nulo diferente
de zero, isso contradiz o Corolario 8.

Definicao 39. Um vector nulo n, diferente de zero, diz-se direcionado para o futuro quando
n-v <0, para todo v € T e, direcionado para o passado quando n-v > 0, para todo v € T.

Proposicao 22. Dois vectores nulos ny e np, diferentes de zero possuem a mesma orien-
tagdo temporal (ambos direcionados para o passado ou para o futuro) se, e somente se, n‘f
e n‘z1 tiverem o mesmo sinal relativamente a qualquer base ortonormal de M.

Demonstracao. Trata-se de uma consequéncia imediata do Teorema 26. O

Definigao 40. Para qualquer xo € M, definimos o cone nulo futuro em xy e o cone nulo
passado em Xxg, respectivamente, por

v(x0) = {x e Cn(xo):x—xoé direcionado para o futuro},

Cy(x0) = {x € Cn(xo) : x — x € direcionado para o passado}.
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Eventos na
frente de onda

Localizagao espacial
da frente de onda
num dado instante

Azx!

Fig. 5.3: Cone nulo futuro.

Teorema 27. Sejam A = [A"plop=1234 um elemento de Lgy € {€i}a=12,34 uma base orto-
normal de M. Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) A € ortocrdnica.

(ii) A preserva a orientag¢ao temporal de todos os vectores nulos diferentes de zero, ou
seja, se v = v'e, € um vector nulo diferente de zero, entio os nimeros v* e 0* = A*,o”
tem o mesmo sinal.

(iii) A preserva a orientag¢ao temporal de todos os vectores do tipo-tempo.

Demonstracao. Seja v = v'e, um vector do tipo-tempo ou nulo e diferente de zero. Pela
Desigualdade de Schwartz em R® temos

3 3
2 ,
(AT 0!+ AY 02+ A0 < Z(A4 )2 Z(vl)z. (5.14)
i=1 i=1
Fazendo a = b = 4 na igualdade (5.6), obtemos

(A1) + (A% + (M%) — (AT = -1, (5.15)

o que implica (A*4)? > (A*1)? + (A*,)? + (A*3)%. Além disso, como v é um vector do
tipo-tempo ou nulo, tem-se (v*)? > (v1)? + (v?)? + (¢®)%. Uma vez que v é diferente de zero,

2 2
de (5.14) obtemos (A4 108 + A% 07 + AX 303) < (A4 404) , que podemos escrever como

(A4 10"+ AR+ AY 0P — Af 404) (A4 10+ AR+ A0+ AY 404) < 0. (5.16)
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Considere o vector w € M definido por w = A*1e; + A*e; + A*ses + A* yey. Por (5.15), w
¢ um vector do tipo-tempo. Além disso, (5.16) pode agora ser escrito

(v - w)d* < 0. (5.17)

Consequentemente, v - w e 0* possuem sinais opostos.

Mostremos que A*; > 1 se, e somente se, v*0* > 0. Suponhamos, primeiramente, que
A*y; > 1. Se v* > 0, entdo, pelo Teorema 26, v-w < 0 e portanto, 0* > 0 por (5.17).
Analogamente, se v* < 0, entdo v-w > 0 e portanto, 9* < 0. Assim, A*4 > 1 implica que
v*9* > 0 . Da mesma forma, A*,; < —1 implica que v*9* < 0. O

Observacao 17. Na verdade, mostramos também que, se A € nao ortocronica, ela inverte
a orientacao temporal de todos os vectores tipo-tempo e nulos diferentes de zero. Por esta
razao, optamos por restringir a nossa atencao as transformacoes ortocronicas de Lgy.

Ha ainda mais uma restricao que gostariamos de impor as transformacoes de Lorentz.

Definicao 41. Uma transformacdo de Lorentz A diz-se propria quando detA =1 e im-
propria quando det A = —1.

Proposicao 23. O conjunto L formado pelas transformacoes de Lorentz propria e orto-
cronica € um subgrupo de Lgy.

Nota 15. Ao longo de todo o trabalho, muitas vezes, referimos a L simplesmente como o
grupo de Lorentz e seus elementos como transformacoes de Lorentz com o entendimento
de que todas elas sao proprias e ortocronicas.

O conjunto R formado pelas matrizes R = [R?;], da forma
’ 0
[R"/]

0 0 O

0
R = ol
1
onde [R! ili =123 € uma matriz ortogonal unimodular, isto é, [R! j]T =[R! j]_l e det[R! =1,
é um subgrupo de L. Observe que R cumpre as condigoes de ortogonalidade (5.5) e, além
disso, R*; =1 e detR = det[Rij] =1, o que mostra de facto que R € L.
A transformacao de coordenadas associada a R corresponde fisicamente a uma rotagao

dos eixos espaciais num determinado referencial. Por essa razao, R é chamado de subgrupo
de rotagdo de L e seus elementos sao chamados de rotacoes em L.

Lema 6. Seja A = [A%p]ap=1234 uma transformagdo de Lorentz prépria e ortocronica. As
sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) A € uma rotagao,

(11) A14 :A24 :A34 :0,
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(iii) A*;=A*, =A% =0,
(iv) Aty =1.
Demonstra¢ao. Tomando ¢ =d =4 em (5.5) obtemos
(A" 2> + (A% + (N4 - (A*y)* = -1 (5.18)
Analogamente, fazendo a = b = 4 em (5.6) obtemos
(A1) + (A*y)? + (A*3)° = (A*)? = 1. (5.19)

A equivaléncia entre (ii), (iii) e (iv) segue imediatamente de (5.18), (5.19) e do facto de A
ser ortocrénica. Como por defini¢do, uma rotacao em L satisfaz (ii), (iii) e (iv), portanto,
para completar a demonstragao devemos mostrar que se A satisfaz uma (e portanto todas)
essas condicoes, entao [A ili j=1,23 ¢ uma matriz ortogonal unimodular. Com efeito, a matriz
A é da forma

Ay Ay, A3 0

A1 A%, A%3 0

AN A3, A5 O

0 0 0 1

Aplicando o desenvolvimento laplaciano ao longo da quarta linha e tendo em conta que
A é propria, obtemos det[Aij]i,]':ng = detA = 1, mostrando assim que [Aij]i,jzl,m é
unimodular. A ortogonalidade de [A']; i=123, decorre imediatamente de (5.9). O

5.4 Propriedades das transformacoes de Lorentz

Nesta seccao, temos como objectivo principal derivar duas das consequéncias “mais
notaveis” das transformacoes de Lorentz: a dilatacao do tempo e relatividade da simulta-
neidade.

Consideremos dois referenciais inerciais S e S, cujas bases sao, respectivamente, {e,} e
{é,}. Dois eventos na linha do mundo de um ponto em repouso em S, tém coordenadas
satisfazendo A%' = A%?> = A3 = 0 e A%* ¢é a separacdo temporal entre os dois eventos
medido em 8. De (5.12), obtém-se as diferencas de coordenadas em S,

Ax’ = A PAR = A PARY (5.20)

Tendo em conta (5.20) e sabendo que A*; e Ay* sdo diferentes de zero, seguem-se que as
razoes , .

AXZ_A4Z__A41' i—123

Ax4_A44_ A44, P
sao constantes e independentes do ponto em repouso em S que escolhemos examinar.
Fisicamente, estas relagoes sao interpretadas como os componentes ordinarios do wector

velocidade de S em relacio a S:

il = u'e; + ue, + ule;, onde ui:A;U:—L“i i=1,2,3 (5.21)
1 2 3, A44 A44/ A .
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Analogamente, o vector velocidade de S relativamente a S¢

A At
= Té = —m, 1= 1,2,3. (522)

2A

2+ﬁ3

i

S
n=1é +1 é3, onde 1l

Observagao 18. Temos que, Yo 1(Ax'/Ax*)? = (A* )2 Y0 (A*)? = (A* ) 2((A*4)? - 1).
Analogamente, Zf’:l(Aﬁi/Aﬁ‘l)z = (A*))72 - ((A*,)?* = 1). Fisicamente, interpretamos essas
tgualdades, afirmando que a velocidade de S em relacdo a S e a velocidade de S em relagao
a 8 tém o mesmo valor, que denotaremos por B. Assim, B> = 1 — (A*4)™2, portanto, em
particular, 0 < B2 <1 e B =0 se, e somente se, A é uma rotagio. Resolvendo em ordem a
A*4 (e tomando a raiz quadrada positiva uma vez que A € ortocrénica) obtemos

A=At =(1-p) 7= (5.23)
Supondo que A nao é uma rotacao, podemos escrever # como
i = pd = p(d'e; + d%e, + dPes), d' =1'/B, (5.24)

d A .
onde d é o vector direcgao de § em relagao a S e os d' sao interpretados como sendo os
cossenos directores. Analogamente,

i =pd = pd'e, + d%e, + d5), d =a'/. (5.25)
Nota 16. Comparando (5.21) com (5.24) e usando (5.23) obtemos
A= -AY =BA-p)A,  i=1,2,3, (5.26)

e, analogamente
Aly=-A*=pa-p)id,  i=1,2,3. (5.27)

As equagoes (5.23), (5.26) e (5.27) fornecem a tltima linha e a tltima coluna de A em
termos de quantidades fisicamente mensuraveis e, mesmo nesta fase, algumas consequéncias
cinematicas interessantes se tornam aparentes. Com efeito, de (5.7) obtemos

AR = —By(d' Ax" + dPAX* + PP AX) + yAxt (5.28)
para quaisquer dois eventos. Considerando o caso especial de dois eventos na linha de

mundo de um ponto em repouso em S, (Ax! = Ax? = Ax® = 0), obtemos de (5.28)

1
AR* = yAxt = ———Axh (5.29)
1-p2

Em particular, A#* = Ax* se, e somente se, A for uma rotacdo. Qualquer movimento

relativo de S e S d4 origem a um efeito de dilatacao do tempo de acordo com a relacao
A% > Axt,
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Nota 17. O efeito da dilatagao do tempo € inteiramente simétrico, isto €, para quaisquer
dois eventos com AR = A%? = A%3 =0,

Ax* = yAR = ———A%%
1-p?
Vejamos um outro caso especial de (5.28). Suponhamos que os dois eventos sao simul-
taneos em S, ou seja, que Ax* = 0. Entdo

ARt = —By(d'Ax' + PAx* + PPAX). (5.30)

Assumindo, novamente que B # 0 obtemos, em geral, que A%* # 0, ou seja, que os dois
eventos nao sio simultaneos em S. Na verdade, S e S concordario com a simultaneidade
desses dois eventos se, e somente se, as localizacoes espaciais dos eventos em X tiverem
uma relacio muito especial com a direccio em T ao longo do qual ¥ estd se movendo, a
saber,

d'Axt + PAx* + PAX® = 0.

Nota 18. Quando, A%* # 0 temos um exemplo do que é chamado de relatividade da
simultaneidade.

Consideremos o subgrupo do grupo de Lorentz £ em que os cossenos directores sao

> g
dados pord' =1, d' = -l ed?> =d? =d® = d® = 0. Assim os vectores siod = ¢; e d = —,.
Fisicamente, isso corresponde & situagdo na qual um observador em S vé £ se movendo
na direccao do eixo x! positivo e um observador em S vé ¥ se movendo na direccao do
eixo &' negativo. As origens dos sistemas de coordenadas espaciais de S e S coincidem
em x* = £ = 0 e, imaginamos o movimento desses dois sistemas como sendo ao longo de
seus eixos comuns x', £1. Agora, de (5.23), (5.26), (5.27) e das condicdes de ortogonalidade
(5.5) e (5.6) descobrimos que a matriz da transformagao de Lorentz A possui a seguinte

forma
y 0 0 =By
0 A%, A>3 0
0 A3, A*; 0 |
—py 0 0 vy

onde [A’ ili j=2,3 € uma matriz ortogonal unimodular 2 X 2, isto é, uma rotacao de R?.
Para descobrir as diferencas entre esses vérios elementos de £ consideramos primeiro a
escolha mais simples possivel para a matriz ortogonal unimodular 2 X 2 [A;.]i,jzz,g, ou seja,

A= (5.31)

a matriz identidade. A transformacao de Lorentz correspondente é

y 00 -By
0 10 0

A=l 9 01 o | (5.32)
-y 0 0 vy
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e a transformacao de coordenadas associada é

- (1- ﬁZ)_%xl _ ﬁ(l _ ﬁz)_%x‘L
2 = X
£ = x (5.33)
# = B -+ (1- )
a’ 2
Y, -——— — i}
______ l t 1,1, 1%1
i i
1 1
[IZ‘3 Zi‘3

Fig. 5.4: Configuracao padrao.

Definicao 42. Os referenciais com eixos espaciais relacionados, da maneira mostrada na
Fig. 5.4, dizem-se estar na configura¢ao padrao.

Por (5.10) a inversa da transformacao de Lorentz A definida por (5.32) é

y 0.0 By
0 10 O
-1 _
A=l 0 01 o (5.34)
py 0 0 y
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e a transformacao de coordenadas correspondente é

o= (1- ﬁz)—%fl —B(1 - 52)—%9?4

X = &

X o= £ (5.35)
= —p(l - R (- B

Definicao 43. Toda transformacao de Lorentz da forma (5.32) ou (5.34), isto é, com
Ay =N, =AYy =AY =0c¢[A ilij=23 tgual a matriz identidade 2 X 2, € chamado de
transformacao especial de Lorentz.

Nota 19. Segundo Nabor [11], uma vez que A e A=t diferem apenas nos sinais das entradas
(1,4) e (4,1), € costume, quando se discute as transformacoes especiais de Lorentz, admitir
que =1 < B < 1. Ao escolher B > 0 quando A'y <0 e B <0 quando A'y > 0, todas as
transformacoes especiais de Lorentz podem ser escritas na forma (5.32).

Definigao 44. Para cada B € R com =1 < B <1, definimos y = y(B) := (1 - )12, e

bt o
A= 5 01 o | (5.36)
—By 0 0 vy

A matriz A(B) é chamada de matriz de impulsio na direcgio x*.
Proposicao 24. Se f1,2 € R, com =1 < 1 <, <1, entao |(B1+ B2)/(1 + B1p2)l <1 e,

pr+ B2
1 +ﬁ152

Demonstracao. A primeira parte da proposicao decorre, imediatamente, do seguinte facto:
se a ¢ um nuimero real satisfazendo —1 < a < 1, entdo a funcdo f(x) = (x +a)/(1 +ax) é
crescente para todo x € [-1,1]. Para provar a segunda parte da proposicao, consideremos
(5.36), onde B € (=1,1) e y = (1 =P > 1. Definindo By45 := (B1 + B2)/(1 + P1p2), obtemos

Y2 = (1-f,)7
1+ ﬁlﬁZ
(A=~ 3+ FiED!

Multiplicando a matriz A(f;) pela matriz A(B;) vem:

AwnAwg=A( (5.37)

yi. 00 —pin 2 0 0 —pay2
0 10 0 0 1 0 0
ABIAB) = o 01 o0 || o o1 o
| _,Bl?/l 00 V1 —‘32)/2 00 V2
[ y1y2(1+B1B2) 0 0 —y1y2(B1 + B2)
_ 0 10 0
- 0 01 0
[ 717281+ B2) 0 0 y1ya(1+ Bif2)
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Mostremos, agora, que a matriz acima define A(B;.,). Com efeito,

Yl +Bif) = 1= 11— )21+ if2)
_ 1 +ﬁ1ﬁ2
(1- B2 - B2+ 22

= Vi+2.

—(B1 + B2)(1 - 7 — B3 + BiB3)
B p1 + B2 1+ B2

L+ pufa(1-p2 - g2+ B2B2)2
= —Pr2)V1+2-

=y172(B1 + B2)

0 que prova o pretendido. O

Nota 20. Seque-se da proposicdo 24 que a composicio de duas impulsoes na direccao x*
¢ uma outra impulsio na direcgio x*. Como A Y(B) = A(=B), o conjunto de todas as
transformacaoes especiais de Lorentz define um subgrupo de L.

A igualdade (5.37) admite a seguinte interpretagao fisica: Se a velocidade de S em

relacdo a S é By e a velocidade de S em relagao a S¢ B2, entao a velocidade de S em
relacdo a 8§ ndo é B + P, como era de se esperar, mas sim

p1+ P2
1+ ﬁlﬁzl

que é sempre menor do que f1 + B2, desde que 12 # 0. A igualdade (5.37) é conhecida
como a adi¢ao relativista da formula de velocidades.

Observacao 19. A proposicio 24 confirma a suspeita, jd indicada, pelo comportamento
de (5.29) quando p — 1, de que a velocidade de dois referenciais admissiveis é sempre
menor do que a da luz (isto €, 1). Como qualquer particula pode ser considerada em
repouso nalgum referencial admissivel, entdo essa particula nao pode atingir (ou exceder)
a velocidade da luz em relacdo a um dado referencial admissivel.

Segundo Nabor [1 1], apesar da “ndo-aditividade” de velocidades na relatividade, muitas
vezes € conveniente medir a velocidade com um parametro alternativo 0 que seja aditivo.

Sendo assim, se a velocidade de 8 em relacdao a S for 0; e a velocidade de 8 em relagao

a S for 0,, entao a velocidade de S em relacdo a 8 é 01 + 0,. Uma vez que 0 mede a
velocidade relativa, é razodvel exigirmos que  seja uma funcao bijectiva de 0, digamos,
B = f(0). Tendo em conta a aditividade e (5.37) a funcao f satisfaz a seguinte igualdade

f(61) + £(62)
1+ f(61)f(02)

f(01+6,) = (5.38)

Madrio Lopes Pag. 60 de 76



Cap 5. O Grupo de Lorentz

Nota 21. Tendo em conta a formula da adi¢ao para a tangente hiperbolica, (5.38) sugere
a mudanga de varidvel p = tanh 0. Assim, se p = tanh 0, entao a férmula hiperbdlica da
transformagao de Lorentz A(B) €

cosh® 0 0 —-sinh®6
0 10 0
L(O) = 0 0 1 0
—sinh® 0 0 cosh6

Teorema 28. Se A = [A"plop=1234 € uma transformacao de Lorentz propria e ortocronica,
entao existem um niumero 8 € R e duas rotacoes Ry, Ry € R tal que A = R{L(O)R;.

Demonstragao. A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [11]. |

Segundo o Teorema 28 uma transformagao de Lorentz de S para S pode ser efectuada
da seguinte forma: (1) girar os eixos de S de modo que a direc¢io positiva x! coincida com
a direccao do movimento de 2 em relagdo a ); (2) aplicar uma impulsao L(0), para obter
um novo sistema cujos eixos espaciais sao paralelos aos eixos rotacionados de §; (3) girar
esses eixos espaciais até coincidirem com os de S.
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Transformacoes spin e o grupo de Lorentz

Nesta seccao, desenvolveremos uma técnica para construgao e investigagao das transfor-
magoes de Lorentz. A ferramenta principal é o homomorfismo (chamado de transformagao
spinor) do grupo SL(2,C) no grupo de Lorentz L. Com ele mostraremos que as transfor-
magoes de Mobius determinada por um elemento A € SL(2,C) possui o mesmo efeito em
direcoes nulas passado que as transformacao de Lorentz correspondente a A pela transfor-
magao spinor.

Nota 22. Denotemos por M(2,C) o conjunto de todas as matrizes 2 X 2
a1 a2
A =\d;;| =
[ ”] l ar1 4 ]

com entradas complexas. A transposta conjugada da matriz A, que denotaremos por A*, é
definida por

A = 6311 6}21 .

a2 axp

Definicao 45. Uma matriz H = [h;;] € M(2,C) diz-se hermética quando H* = H, isto ¢,
quando hi]- = h]-l-. Denotaremos por H, o conjunto de todas as matrizes herméticas.

Proposicao 25. Toda matriz hermética H € H, pode ser expresso, de modo tinico, na
forma

H= (6.1)

¥4+ xt xl 4ix?
xt—ix> —x3+axt |’
onde x*,a=1,2,3,4, sao numeros reais.

Demonstracdo. As matrizes herméticas,

01 0 i 1 0 10
e R A B A R AN T

formam uma base de H, como facilmente se verifica. Assim, toda matriz H € H,, se
escreve de modo tnico, como combinacao linear H = x'8; + x%6, + x385 + x*8,. m|

62
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Definigao 46. Os elementos de SL(2,C), conjunto de todas as matrizes 2X2 com entradas
complexas e determinante igual a 1, chamam-se transformacgoes spin.

Proposigao 26. Se A € SL(2,C) e H € H,, entao AHA* € H,.
Demonstrac¢ao. Com efeito, (AHA*)* = (A*)'(AH)* = AH*A* = AHA". O

Assim, para cada A € SL(2,C) obtemos uma transformacao linear My : H, — H,
definida por
Ma(H) = AHA",
onde
det M4 (H) = (det A)(det H)(det A*) = det H.

A proposicao 25 permite-nos escrever M4 (H) na forma

B+t R +ix?

$ i -8 (62)

Ma(H) = [

onde £, a = 1,2,3,4 sdo nimeros reais. Calculando os determinantes de (6.1) e (6.2)
obtemos

@)+ () + (&) = (@17 = (1) + () + () = () (6.3)
Assim, a transformacao linear [x?] — [£?] definida por
B+t iR | P+t i |, (6.4)
R -2 =B+ |7 =i =+t | '

preserva a forma quadrética nﬂbx“xb . De acordo com o Lema 5, a matriz desta transfor-

macao ¢, portanto, uma transformacao geral de Lorentz. Vamos construir esta matriz,
explicitamente, a partir das entradas da matriz

_|a B
Ao 1]
Definindo b1y = 23 + 4%, hyp = X2 +ix2, hyy = 2P —ix?, hyp = =23 + 4% (e gy = £ + 24,
h12 =%l + 1'92'2, I’lzl =f! - i)?z, ]’122 =+ 524) obtemos
hll 0 0 11 Xl
ho | |1 i 0 0] «?
h21 B 1 —i 0 x3
I’Lzz 0 0 -1 1 x4
ou mais compactamente como ‘
[7i] = G[x']
e, analogamente, [PAtz-j] = G [#]. Além disso, é facil verificar que
0O 11 O
110 =i i O
-1 _ =+
C7=3211 00 1
1 00 1
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Observagao 20. Escrevendo o produto AHA® explicitamente, obtemos que Ma(H) € equi-

valente a . .

hi aa af ap BB [ hu

h12 0(')7 0_(6 ﬁ? @6 h12

hoy ay Py aoé po N

h22 7/77 )/(5 )76 fo1o) h22

que escreveremos de forma mais concisa como

[1:,] = Ra [hi].
Consequentemente, a transformacao linear [x*] — [X°] definida por (6.4) € dada por
G Ra o 1 G [
[x'] = [hij] = [hy] = [#°] (6.5)
e a transformagao de Lorentz Ay determinada via (6.4) (ou (6.5)) por A é
As = G'R,G.

Calculando o produto G 'R4G, explicitamente, obtemos as 16 entradas A%, de Ay,
Ay = 3(ad + By + By + ad), Ay = L(ad + By - By — ad),
AN*y=Li(-ab+ By —py+ad), A*»=1iad-By-py+ad),

N3y = 1(aB - yb+ap— 7o), A% = L(aB—yb—ap + yd),
A*y = 3(aB +yo+ap + 7o), Ay = LaB+y6—ap-7o),
A5 = Y(ay +ay — Bo — Bo), Ay = Hay +ay + Bo + Bo), (6.6)

N?5 = L(ay —ay — B6 + BO), A’y = Lay —ay + o + BO),

N5 =Yaa—yy—pB+0)), Ny = Yaa—yy + BB - 09),

A5 = L(aa +yy — BB - 60), Ay = J(a@ + yy + BB + 60).

Observacgao 21. A entrada (4,4) de Ay € um niumero positivo, portanto Ay € ortocrénica.
Além disso,

detAA = det(G_lRAG)
= (detG!)(detR,)(detG)

= det RA
= (ad - By)*(ad - py)*
= ]_,

de modo que, a transformacao de Lorentz Ay é propria.
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Definigao 47. Chama-se transformacgao spinor a correspondéncia definida em SL(2,C) e
com valores em L, que associa a cada matriz A € SL(2,C), uma unica matriz Ay € L.

Proposigao 27. A transformacgao spinor é um homomorfismo de SL(2,C) em L, isto é,
preserva a multiplicagao de matrizes.

Demonstracao. Com efeito, se A, B € SL(2,C), entao
AaAg = (G'RAG)(G'RBG) = G H(RARB)G. (6.7)

Como
Msg(H) = ABHB'A™ = A(BHB")A® = M4(BHB") = Ms(M3(H)),

concluimos que Myg = My o Mg e portanto Rap = R4Rg. Assim, de (6.7) obtemos que
AAAB = G_lRABG = AAB/ (68)
0 que prova o pretendido. O

A transformagao spinor é, um homomorfismo, nao injectiva, pois é claro de (6.6) que
tanto A quanto —A tem a mesma imagem em L. Na verdade, a transformacao spinor é
“dois-para-um”, isto é, se A, B € SL(2,C) e Ay = Ap, entdao A = +B.

Proposicao 28. Se O ¢ um niumero real, entdo a matriz A(0) € SL(2,C), onde

_ | cosh sinh$
A0) = [ sinh? cosh& [’
Além disso,
cosh® 0 0 —sinh©
0 10 0
App) = L(O) = 0 0 1 0
—sinh® 0 0 cosh®

Demonstragao. De facto, A(O) € SL(2,C) uma vez que
det(A(0)) = cosh?(0/2) — sinh*(6/2) = 1.

A demonstracao da segunda afirmacao, embora simples, envolve bastante calculo, de modo
que, nao a faremos aqui. De todo modo, para obter Ay, substituimos as entradas de A(0)
em (6.6) e simplificamos os célculos usando as relagdes trigonométricas hiperbdlicas. O

Definicao 48. Um elemento A € SL(2,C) diz-se unitdrio quando A™' = A*. Denotaremos
por SU, o conjunto de todas as matrizes unitdrias de SL(2,C).

Proposicao 29. O conjunto SU, € um subgrupo de SL(2,C) e, além disso, se A € SU,,
entao Ay € uma rotacio em L.
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Demonstragdo. Se A,B € SU,, entdao (AB)™! = BA™! = B*A* = (AB)*. Além disso,
AT=A" =AY = (A)! = A = (A), o que mostra que SU, é um subgrupo de
SL(2,C). Para mostrar que A4 é uma rotacao em L, observamos que se A € SU,, entao

AA* = I. Definindo A = l ;‘ g ], obtemos aa +ﬁB =leyy+ 06 = 1. A entrada A*y da

matriz Ay é dada por

%(0@+/§E+7/?+6E): %(1+1):1,

e, portanto, pelo Lema 6, A4 é uma rotacao. |

As demonstragoes dos Lemas 7 e 8 sdo muito “envolvidas” e, portanto, nao as faremos
aqui, de todo modo, elas podem ser encontradas, por exemplo, em [60].

Lema 7. Toda matriz A € SU, pode ser escrita, em termos dos seus “angulos de Fuler”

¢1, 0 e ¢z, na forma

A cos ge%i(‘7’1+‘7’2) isin ge—%i(fﬁz—d)l)
| isin ge%“@“?’l) cos ge—%i<¢1+¢z>

Lema 8. Toda matriz de rotacao [Ri]']i/]‘:],Z,g pode ser representada, em termos dos seus
“angulos de Euler” ¢1, 0 e ¢a, na forma

_ X é sin ¢, sin 0
[R’ j] = u w —Cos ¢, sin 0
sinOsin¢; sin O cos Pq cos 0

onde:

= COS (1 COS Py — cos O sin ¢y sin P,
— €0S ¢ sin @1 — cos O sin ¢, cos P4
sin ¢, cos @1 + cos O cos @, sin ¢,

& = Mm =
|

= —sin¢;sin @ + cos O cos ¢ cos P,.

Proposicao 30. A transformacao spinor leva SU, em R, ou seja, se A € SU, entdo

. 0
A = [R] 8 eR.
0 0 01
Demonstracao. Com efeito, basta combinar a definicao de Ay e os Lemas 7 e 8. O

Proposicao 31. A transformacdo spinor € sobrejectiva, isto €, toda transformacdao de
Lorentz A\, propria e ortocronica € Aia para algum A € SL(2,C).
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Demonstracao. Pelo Teorema 28, existe um numero real 6 e duas rotagoes Ry e Ry em L
tal que A = RiL(O)R,. Existem elementos A;, A, € SU, C SL(2,C) tais que Ay, = Ry e
A4, = Ry. Além disso, pela Proposicao 28, Ay, = L(0). Como a transformacao spinor é
um homomorfismo obtemos, AAlA(Q)A2 = AAlAA(G)AAz = RlL(Q)RQ = A. O

Os elementos de SL(2,C) geram as transformagoes de Lorentz e, além disso, definem
as transformagoes de Mobius (normalizada) no plano complexo ampliado. Exploraremos
uma conexao bastante surpreendente entre essas duas actividades. Primeiro, porém, alguns
preliminares.

Até agora, pensamos numa transformagao de Lorentz A, como uma matriz de transfor-
magao de coordenadas, comummente designada de transformacao passiva (fixa os pontos
e muda os sistemas de coordenadas). A transformagao A admite uma interpretagao como
uma transformagao activa (fixa o sistema de coordenadas e move os pontos desse sistema).

Consideremos uma transformacao ortogonal L : M — M e uma base {e,}. Se escrever-
mos e, = A%} é,, entao a transformacao de Lorentz correspondente é definida por
Ay A, Al Aly
A A, AY A4y

A=

Observagao 22. Para cada x € M, podemos escrever x = x"e, = X°¢,, onde [%"] = A[x"].
Desse modo A age nas coordenadas de um ponto para dar as coordenadas do mesmo ponto
num novo sistema de coordenadas. Como L™'x = L™Y(%%¢,) = #°L7'é, = %%e,, podemos ver
que A age nas coordenadas [x*] de um ponto relativo a {e,} e produz as coordenadas [R7] de
um novo ponto no mesmo sistema de coordenadas.

Definicao 49. Dado x € Cy(0), chama-se direc¢ao nula passado em x ao conjunto

R ={ax:a >0}

X

Observagao 23. Se L : M — M é uma transformacao ortogonal correspondente a uma
transformagdo de Lorentz ortocrénica A, entdo x € Cy(0) = Lx € Cy(0) de modo que R},
estd definido. Além disso, L(RY) = L({ax : @ > 0}) = {L(ax) : @ > 0} = {aLx : @ > 0} = R} .
Consequentemente, L (e, portanto, L™! e assim também A) pode ser considerada como uma
transformacgao em direcgoes nulas passado.

A fim de estabelecer uma conexao entre as transformacoes de Lorentz e as transfor-
magcoes de Mobius, observamos que existe uma correspondéncia entre as direcoes nulas
passado e os pontos da esfera de Riemann. De modo especifico, fixamos uma base {e,} de
M e denotamos por S a intersec¢ao do cone nulo Cy(0) com o hiperplano x* = —1:

S™ = {x =x%, : x € Cy(0), x* = -1}.

Observagao 24. Uma vez que, x € Cy(0) & (x1)? + (x2)? + (x*)?> = (x*)?, obtemos que
S = {x =x%, : (x})? + (x?)? + (x®)% = 1} € uma copia da esfera S* no espaco tridimensional
x* = -1 (veja-se a Fig. 6.1).
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Fig. 6.1: A esfera S.

Da definicao de direc¢ao nula passado e de S~ podemos concluir imediatamente a seguinte
proposicao:

Proposicao 32. Qualquer direc¢ao nula passado intersecta S~ num unico ponto. Recipro-
camente, cada ponto em S~ determina uma unica direc¢ao nula passado em M.

Para obter uma representacao explicita para a direccao nula passado, vamos considerar
S~ como a esfera de Riemann e identificar os seus pontos com niimeros complexos ampliados
via projeccao estereografica. Para este fim, tomamos N = (0,0,1,—1) como p6lo norte de
S~ e projectamos cada ponto de S~ no plano bidimensional C em x* = —1 dado por x> =0
(veja-se a Fig. 6.2). A relacdo entre um ponto P = (x!,x2,x%,—1), diferente de N, em S~ e
sua imagem estereografica C no plano complexo é dada por:

1 f a2
¢ = (6.9)
A - £+¢

cC+1’
2 C_C
x° = —i(CC+1)’ (6.10)
x3 — CC__l

cC+1’
o= 1.
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N(0,0,1,-1)

Fig. 6.2: Projeccao estereografica em S~.

Nota 23. O pdlo norte N =(0,0,1,—-1) em S~ corresponde ao ponto no infinito no plano
complexo ampliado C. Para evitar a necessidade de lidar com o ponto no infinito, repre-
sentaremos os numeros complexos C € C nas chamadas “coordenadas homogéneas”, isto €,

por um par[ n ] de numeros complexos, nao ambos nulos, satisfazendo

(qualquer par [ g ] com & # 0 representa o ponto no infinito).

Usando as coordenadas homogéneas, podemos reescrever (6.10), do seguinte modo:

x! = —5’7“5’7
&E+ 7

o= M (6.11)
(&S + 1)

¢ = oM
c&+nm

o= -1
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Observacao 25. Qualquer par, | 15] ] de niimeros complezos, com E*+1? # 0, corresponde

a um ponto P = (x!,x?,x%,-1) € S~ dado por (6.11). Estando P em S~ (e, portanto,
em Cy(0)), ele determina uma direcgio nula passado Ry, que denotaremos por R £

Ui
Multiplicando P pelo nimero real positivo EE+nij obtemos o ponto X = X‘, € Cy(0), onde

X'=¢&n+&n, XP=&E -1,

P’

) ) (6.12)
X2 =3(&n—-&n), X*=—(E&+n0).
Portanto, o ponto X determina uma direc¢io nula passado Ry, onde
Ry=R"_ . (6.13)

[ X ]
Ui

_|a B < - &
Se A = v 6 € SL(2,C), entao A define uma fungao que leva qualquer par |

com &2 + 17 # 0, num outro par, que denotaremos por

HI I R [ s
U n y o fln ye+on
Observagao 26. Considerando a matriz A como uma transformagdao em S~ (ou E), (6.14)

define uma transformacao de Mdébius. Com efeito, em termos de nimeros complexos am-
pliados C = &/n, (6.14) € equivalente a

. (6.14)

aC+p
yC+06

é:

O par [ 157 ] determina, via (6.12), um ponto Xe Cy(0) e este, por sua vez, determina

através da transformacao spinor, a uma transformacao de Lorentz prépria e ortocronica

Ax, que aplica cada X em AsX € Cy(0). Mostremos que X e AsX sdo, de facto, o mesmo
ponto.

uma direccao nula passado R)T( =R . Por outro lado, a matriz A também da origem,

Teorema 29. O efeito da transformacgao de Mébius (6.14) determinada por A nas direcgoes
nulas passado € o mesmo que o efeito da transformacao de Lorentz Ay determinada por
A, isto €

+ 1= Ry x (6.15)
o]
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Demonstracio. Resolvendo (6.12) para os quatro produtos &7j, &n, £€ e 1], obtemos
EE= 103+ XY, &=L +iXD),
En =1~ iX?), n= 14X+ XY,
de modo que,
[ X3+Xx X'+iX? | _[& éen]_[¢& [
2 X =iX?2 X3+ XY |7 | é&n ng | | n
O ponto X = X%,, correspondente ao ponto X = X%,, dado por (6.12) com chapéus satisfaz
a condicao (6.16) com chapéus, ou seja,

U]

7. (6.16)

[ XB+X X +iX2 | _ 1] XB+X X+iX2 |
2 X' —ix?2 X+ X4 T 2 X' -iX2 X+ X

- [[5]ee a1l

_[ﬁ L&

_ Iz z7T é“*

2l

<[l ]

[ 7] m

st HE

nmin

X3+ Xt X'+iXx? "
X' —iX2 -X*+ X4

Assim,

X -iX?2 -X3+ X4 X —iX2 —X3 + X4 A (6.17)

Comparando (6.17) e (6.4), e tendo em conta a definigdo de Ay, segue-se que

X3+ X! X1+if(2]_ [X3+X4 X! +iX?

X = AsX,
e portanto, a igualdade (6.15) fica estabelecida. O
Corolario 9. O grupo de Lorentz L é isomorfo ao grupo de Mdbius.

Demonstracao. Com efeito, pelo Teorema 12 temos que o grupo de Mobius é isomorfo a
SL(2,C)/{xl}. Como o homomorfismo (6.17) é sobrejectivo, cujo ntcleo é {+I}, segue-se
que L =~ SL(2,C)/{+I}, como queriamos demonstrar. O
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Nota 24. Como a transformacao spinor é sobrejectiva, cada elemento de L ¢ igual a Ay
para algum A € SL(2,C) e assim, cada elemento de L determina uma transformacdo de
Mdobius em S~ que tem o mesmo efeito nas direcgoes nulas passado (£A dd origem a mesma
transformagao de Mdébius). Por outro lado, como os vectores nulos passado geram M, uma
transformagao de Lorentz fica unicamente determinada pela sua acgao nas direc¢coes nulas
passado.

Uma das consequéncias da correspondéncia entre os elementos de L e as transformacoes
de Mdobius em S~ é dada pelo teorema a seguir, cuja demonstragao segue imediatamente do
facto, de que qualquer transformacao de Mébius na esfera de Riemann, se nao ¢ identidade,
possui no maximo dois pontos fixos.

Teorema 30. Se uma transformacao de Lorentz prépria e ortocronica nao é identidade,
entdo deiza invariante pelo menos uma e no mdximo duas direc¢oes nulas passado.

Outra propriedade bem conhecida de uma dada transformacao de Mobius é que ela
fica unicamente determinada pela sua accao em trés quaisquer pontos distintos no plano
complexo ampliado. Consequentemente:

Teorema 31. Uma transformacao de Lorentz propria e ortocronica fica unicamente deter-
minada pela sua accao em trés quaisquer direcgoes nulas passado distintas. Mais precisa-
mente, dados dois conjuntos de trés direccoes nulas passado distintas, existe um, e somente
um, elemento de L que leva o primeiro conjunto no sequndo conjunto.
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Comentarios Finais

O objectivo desta dissertacao foi analisar o modo como as transformacgoes de Mobius
estao relacionadas com as transformagoes de Lorentz (portanto com a teoria da relatividade
restrita), usando a abordagem feita em [l11] e [1D].

Vimos que a teoria da relatividade foi estabelecida pelo fisico alemao Hendrik Lorentz
no final do século XIX, mas o avanco definitivo foi feito por Albert Einstein em 1905 no
seu famoso artigo, que revolucionou o estudo de como os objectos se movem, reduzindo a
teoria classica de Newton, uma magnifica conquista, a um caso particular.

Na teoria da relatividade restrita, as trés coordenadas espaciais de um evento (x, y,z)
fundem-se com a coordenada temporal no designado crondtopo de Minkowski, (x,y,z,t)
quadridimensional chamado espaco-tempo.

Na teoria da relatividade de Galileu atribuia-se ao tempo um caractér absoluto. No
entanto, a teoria relativista de Einstein, confirmada por varias experiéncias, afirma que
o tempo nao é absoluto. Com efeito, se dois observadores, se encontram em movimento
relativo, nao concordarao em relacao ao tempo em que os eventos ocorrem. Mais ainda:
também nio concordardo sobre o valor de x? + y* + z? e, isso tem a ver com a famosa
contraccao de Lorentz. Contudo dois observadores, O e O’, concordarao sobre o valor de

x2+y2+22—t2:x’2+y’2+z’2—t’2.

A transformacao de Lorentz é uma transformacao linear do espago-tempo, represen-
tado por uma matriz de ordem 4, que aplica a descricao de um evento por um observador,
(x,v,z,t), noutra descricao do mesmo evento por outro observador, (x’,y’,z’,t'). A conclu-
sa0 que tiramos, é que as transformgoes de Lorentz preservam a quantidade x* + y? +2z2 — 2,
sobre a qual ambos os observadores deverao concordar.

Escolhendo um sistema de unidades no espaco-tempo de tal modo que ¢ = 1 obtemos
que, apds uma unidade de tempo, a esfera de luz emitida, constituida de particulas chama-
das fotoes é uma esfera unitaria. Logo cada fotao £ pode ser identificado com um ponto da
esfera de Riemann, e através da projecao estereografica, com um nimero complexo. Assim
se o fotao tem coordenadas polares (0, @), entao o correspondente nimero complexo ¢

z = cot(6/2) 9.
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Desse modo, cada transformacao de Lorentz do espago-tempo induz uma fungao no
plano complexo. Vimos portanto, que as fungoes complexas que correspondem a transfor-
macoes de Lorentz sao transformacoes de Mobius. Vale também a reciproca, toda trans-
formacao de Mobius induz uma tnica transformacao de Lorentz do espago-tempo.

Esta relacao profunda significa que cada resultado sobre transformagcoes de Moébius tem
um correspondente resultado na teoria da relatividade restrita. Mais: as demonstragoes
usando transformagoes de Mobius, segundo Bebiano [3], sdo menos intrincadas do que as
realizadas com o formalismo usual e o jargao do espago-tempo.
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