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Resumo

Dado um conjunto de veiculos (automoéveis), que se encontram a cir-
cular numa via de trafego rodoviario, em formato de fila tnica, a (aprox-
imadamente) mesma velocidade e cujo as distancias entre dois veiculos
consecutivos quaisquer mantém-se iguais, neste trabalho abordamos o
problema da modelagdo matematica das “perturbagoes nos seus desloca-
mentos”, quando o condutor do veiculo que se encontra a frente, isto é, que
lidera o grupo, trava (desacelera) repentinamente por um instante e, de
seguida, volta a acelerar até que o veiculo atinja novamente a velocidade
com que vinha a circular, antes deste ter travado.

De facto, a travagem repentina do veiculo que segue a frente vai per-
turbar a normal fluéncia dos restantes, na medida em que, apds este ter
desacelerado, para evitar colisao, o condutor do veiculo que circula ime-
diatamente a seguir ao seu veiculo, assim como os restantes, cada um a
seu tempo, também terao que travar.

Palavras Chave: Situagdo de equilibrio, Perturbacdo no desloca-
mento, Equacgao - diferencial - atraso.

Abstract

Given a set of vehicles traveling in a traffic line at (approximately)
the same speed, and such that the distance between any two successive
ones remains constant, we study a mathematical model aiming to describe
“flow perturbation” due to changes on the speed of the first vehicle.

Indeed, the braking performed by the first vehicle will surely disturb
the traffic flow. The model should incorporate parameters describing re-
action times for the successive drivers. The goal is to be able to evaluate
how long a small change in speed implies a perturbation on the traffic flow
or how large can reaction times be without causing accidents.

Key words: Equilibrium configuration, Displacement pertur-
bation, Differential-delay-equation.



1 O problema

No exercicio da tarefa de conducao, de todo o sistema do trafego rodoviario
10 ser humano exerce o papel predominante; a este requer-se uma constante
atencao ao meio que o envolve, para, na eventualidade de surgirem situagoes que
julgar poderem prejudicar a normal circulagao do trafego ou mesmo conduzir
a acidentes, tomar a decisao acertada, actuando no orgao mecanico do veiculo
que conduz, que julgar melhor para a situagao em curso.

Assim, no exercicio da tarefa de condugao, é natural que, entre muitas outras,
ao condutor, surjam questoes como:

e A velocidade a que o meu veiculo circula, conseguirei acionar o travao
antes deste embater no veiculo que circula imediatamente a frente, caso o
condutor deste ultimo reduzir bruscamente a sua velocidade?

e A velocidade a que o meu veiculo circula, devo aumentar a sua distancia
em relacao ao veiculo que circula imediatamente & frente, para, no caso do
condutor deste tltimo reduzir bruscamente a velocidade, conseguir acionar
o travao antes do meu veiculo embater neste? Qual a distdncia minima
devo manter em relagao ao veiculo em questao?

Neste trabalho o nosso objectivo é usar “ferramentas” matematicas para de-
duzir um modelo deterministico para dar resposta a um problema que pode
surgir no meio de questoes do género das que anunciamos em cima. Mais conc-
retamente, considerando um conjunto de veiculos a circular em formato “fila
tnica”, isto ¢, ocupando uma unica via (linha de trafego rodoviario reservada a
uma unica fila de transito), sob certas condigoes - concretizadas mais & frente
- pretendemos deduzir um modelo deterministico razoavelmente aceite para a
perturbagcao no deslocamento de cada um destes, quando, a partir de um certo
instante, o condutor do veiculo que segue a frente acionar o travao (desacelerar)
por um instante.

1.1 Algumas nocoes e hipoteses

Ao conjunto de veiculos circulando em formato “fila Gnica”;, conforme foi anun-
ciado atrés, chamaremos de pelotao de veiculos.

Consideremos um pelotdo constituido por N veiculos. Suponhamos que,
nesse pelotao, todos os veiculos circulam & mesma velocidade e que as dis-
tancias entre os para-choques traseiros e os para-choques frontais sao iguais e
permanecem constantes para dois veiculos consecutivos quaisquer. Nesta situ-
acao diremos que o pelotao de veiculos se encontra a circular numa configura¢ao
de equilibrio.

Além da configuracdo de equilibrio, vamos ainda assumir que os veiculos
tém todos o mesmo comprimento. Obviamente, o leitor podera eventualmente

10O sistema de trafego rodoviario é constituido pela via, pelo meio ambiente, pelo veiculo e
pelo Ser humano.



afirmar que esta hipotese diverge do que se observa no “dia-a-dia”’, mas, rela-
tivamente ao comprimento (extensdo) da estrada, que é usualmente grande, é
natural assumir tal hipotese. De facto, a visdo macroscopica da via (visdo de
um observador a uma determinada distancia acima da terra, por exemplo), na
sua extensao, permite-nos ignorar a variagao nos comprimentos dos veiculos,
visto serem relativamente ligeiras.

Imaginemos agora um pelotao constituido por N veiculos a circular numa
configuracao de equilibrio. Sejam L o comprimento dos veiculos, d a distancia
entre o para-choques traseiro e o para-choques frontal de dois veiculos consec-
utivos quaisquer e X;(t) a posi¢do do para-choques frontal do i-ésimo veiculo,
no instante ¢, conforme se ilustra na Figura 1.

Figura 1: Um pelotdo de veiculos a circular numa configuragdo de equilibrio. L e d deno-
tam o comprimento de cada veiculo e a distancia entre dois veiculos consecutivos quaisquer,
respectivamente.

Pelo facto de haver uma tunica via de trafego, a ultrapassagem nao é per-
mitida para nenhum veiculo do pelotao, pelo que o modelo que vamos deduzir
terd que incluir a preservagao da ordem destes: Xy < Xny_1 < ... < X9 < X7,

Sejam F; = F;(t) e m;, respectivamente, a forca de travagem e a massa do
i-ésimo veiculo. De acordo com a segunda lei de Newton (consultar Scheck [3]
para mais detalhes),

Fi(t) =m; X! (t +7), (1.1)

onde 7 denota o tempo de reac¢do dos condutores e X/ (¢t + 7) a derivada da
velocidade no instante (atrasado) t + 7, isto &, L X/(t +7) = X/'(t + 7).

Nota .1 Atendendo a que mediremos as distdncias e o tempo em metros (m) e
seqgundo (s), respectivamente, parece-nos adequado medir a velocidade em metros
por sequndo (m/s).

Se assumirmos que a velocidade do i-ésimo veiculo, que denominamos de v;,
satisfaz v;_1 < v;, para i > 2, um modelo para a sua for¢a de travagem (descrita
no paragrafo anterior) pode ser deduzido a custa da sua propria magnitude e
esta, por sua vez, depende:



e Da sua velocidade em relacao a velocidade do (i—1)-ésimo veiculo:
Se v; —w;—1 >> 0, isto é, se a diferenca das velocidades for relativamente
grande, entao a for¢a de travagem necessaria serd também relativamente
grande. Por outro lado, se v; — v;_1 =~ 0, entao a for¢a de travagem re-
querida sera relativamente pequena, pelo que é aceitavel assumir que a
forca de travagem é directamente proporcional a v; — v;_1.

e Da sua distancia em relagao ao (i —1)-ésimo veiculo: Suponhamos
que ambos circulam relativamente & mesma velocidade. Se | X; — X;_1| =
0, isto é, a distancia relativa entre os dois veiculos é relativamente pequena,
entao a forca de travagem necessaria devera ser relativamente grande; mas
se | X; — X,_1] >> 0, a for¢a de travagem necesséaria devera ser relativa-
mente pequena. Portanto, é também aceitéavel que a forca de travagem
seja inversamente proporcional a | X; — X;_1].

Estas hipoteses conjuntamente com a equagao (1.1) implicam:

(o (t) — V;—1 (t)

miXZ(’(t + T) = Fz(t> =p (1.2)
|Xi(t) — Xi1(t)]
ou, supondo que os veiculos tém todos a mesma massa m (m; = m, i =
1,...,N), de modo equivalente,
" d !
X/(t+71)= )\% In (|1 X;(t) — X;-1(2)]) = vi(t + 7), (1.3)

onde A = % e 8 > 0 a constante de proporcionalidade. Integrando a equagao

(1.3) em t, obtém-se
vit+7)=X[(t+7)=AIn(|X;(t) — Xi—1(t)]) + s (1.4)

parai=2,..., N, visto que a for¢a de travagem do veiculo lider nao é afectada
por nenhum dos outros. Aqui, «; é uma constante que depende somente do
veiculo i.

Passemos agora a caracterizagao da densidade (do trafego), p, e do fluzo
(do trafego), j, na configuragao de equilibrio. Comecemos com as nogoes gerais
destas variaveis.

Definigao .1 Densidade e fluro definem-se da sequinte forma:

e p(to,x(t,)) = Nimero de veiculos dentro de um intervalo centrado em
z(to) no instante t, pela amplitude do intervalo, ou seja,

plto,2(ts)) = # veiculos em [xQS;fo) —n,z(ty) + 77].

A configuracao de equilibrio permite-nos ignorar a dependéncia da den-
sidade em n, pelo que, em vez de p(to, x(ts),n), escrevemos p(to,x(to)).
Obviamente, assume-se que a densidade € nula se 1= 0;



e j(to,x(t,)) = Numero de veiculos que passam no ponto x no instante t,
por unidade de tempo, ou seja,

# veiculos que passam em x(t,)

(4t _
3(to, (o)) unidade tempo

Nota .2 Enquanto que X;(t) denota a posi¢ao do para-choques frontal do i-
ésimo veiculo na via, pelo que depende de i, x = z(t) denota (qualquer) posi¢do
na estrada independentemente do veiculo.

A medida que o pelotdo percorre a via, a persisténcia da configuracio de
equilibrio elimina a dependéncia de densidade e fluro das varidveis = e t, uma
vez que nesta situagao os veiculos circulam todos & mesma velocidade e o espaco
entre dois quaisquer consecutivos é constante (igual a d). Assim, na configura¢ao
de equilibrio

— 1 1 (ws)
PTG - Xia@)]  d+L :
e
S # veiculos ampl. de inter.
- B = 1.6
7=3) <amp1. de inter. unidade tempo po(p), (1.6)

com d e L definidos anteriormente. Pela equagao (1.5), a equagao (1.4) reescreve-
se como:

U:Am<;>+a:v@) (1.7)

e, notando que pela hipotese em baixo, em p = ppar = %, tém-se v(p) = 0,
substituimos p por pmq. na equacdo (1.7) para determinar a constante «:

1
a=-\n <p ) = AIn (pmaz)- (1.8)

Neste trabalho, assumimos também que na configuracao de equilibrio, quando
d—0, a velocidade do pelotao converge para 0, isto é, 4 medida que a distan-
cia, d, entre os veiculos diminui (aumentando consequentemente a densidade,
p= dJ%L), a velocidade do pelotao também diminui, anulando-se quando d = 0.
Deste modo, quando d = 0 ou, de forma equivalente, p = %, o pelotao encontra-
se imobilizado.

Observagao .1

(%) A densidade mdzima denotamos por pmas.

P

(i1) Uma vez que na configuracao de equilibrio a velocidade € constante, o
nao depende de i, pelo que escrevemos a em vez de a;.



(iii) A violagao da restrigio |X;(to) — Xi—1(to)| > L por algum par (i,i — 1)
significa que ocorreu uma colisGo entre os veiculos i — 1 e i e portanto,
a partir do instante t, o modelo perde a wvalidade para todos os que se
encontrarem atrds do (i — 1)-ésimo.

Na prética, existe uma densidade critica, pert € 10, pmaz], tal que, a partir
desta a velocidade comeca a decrescer; com efeito, o pelotao pode estar a via-
jar a velocidade méxima, vpq., permitida para a via onde se encontra até ao
instante em que deparar-se perante um trogo de via estreito - que pode ser um
tanel estreito, uma ponte estreita ou mesmo uma via com parte suprimida -
sendo portanto obrigado a abrandar (gradualmente) e, consequentemente, au-
mentando a densidade até esta atingir o seu maximo - em p;, 4, - 0 que acontece
quando o pelotao encontrar-se (quase) parado, isto é, quando nao haver (quase)
nenhum espago entre dois veiculos consecutivos quaisquer. Conforme se pode
observar, a densidade critica verifica-se & entrada dos trogos estreitos e portanto
uma quantidade que depende das caracteristicas de cada via. Assim, para cada
via conhece-se 0 por+. Uma vez que v deve ser continua, vpmar = v(pert). Mais
detalhes podem ser encontrados na secgéo 8.2 de Illner [2].

Agora deduzamos a velocidade em fungao da densidade para p > per¢, pois
para p < pert, temos que v(p) é constante e igual a Vpq,. Substituindo a na
equagao (1.7) pelo seu valor (dado pela equacao (1.8)), obtém-se

v(p) =—Aln <P ) para p 2 pert (19)
e, tomando p = pq em (1.9), tem-se
Umaz = V(pert) = —Aln (pc”) para p > pert, (1.10)
pmax

que permite obter explicitamente o valor de A:

A= maz (1.11)
In (pmam)
Pert
Finalmente, substituindo A (dado por (1.11)) na equagao (1.9) tem-se

Umax se p S Pert

vlp) = { Umag 1IN (%) [ln (m)] o se P> Pert. (1.12)

Pert

Claramente, o decréscimo logaritimico da velocidade a partir de p..+ justifica
a razoavel aceitabilidade deste modelo, uma vez que, conforme constatamos
anteriormente, a partir deste ponto a velocidade decresce gradualmente até se
anular em pyqq-

Substituindo v (dado pela equagdo (1.12)) na equagdo (1.6), obtém-se uma
nova descricao para a funcao fluzo:

Pmas se p < Port
. _ -1 1.13
3(p) PVUmaz I (m) [ln (M)} se P> Pert- ( )

P Pert



Se derivarmos esta equac¢ao em ordem a p < perg, obtemos j'(p) = Vmaz > 0, 0
que significa que j é crescente em |0, p.,t], atingindo, obviamente, o maximo em
p = pert- Mas, segundo Illner [2], as observagoes feitas aos trafegos rodoviarios
de muitas cidades sugerem que j atinge o seu maximo em p > p¢-t. Portanto,
derivando a mesma equagao em ordem a p > pr¢, igualando a zero e rezolvendo
em ordem a p, simples manipulagdo algébrica permite concluir que o fluro é
maximo em

po=p = b, (1.14)

que denominamos por densidade dtima. Usando isto, pode-se deduzir uma for-
mula geral para a velocidade do i-ésimo veiculo. De facto, tendo em conta que
Po > pert € introduzindo-o na equagéo (1.9), tem-se

v(po) = —/\ln( Po ) =\ (1.15)

pmaz

Assim, introduzindo o valor de A na equagao (1.8), obtém-se

a = v(po) In (prmaz)- (1.16)

Portando, Substituindo A e a pelos valores dados por (1.15) e (1.16), respecti-
vamente, na equagio (1.4), uma simples manipulacao algébrica permite concluir
que

0ilt+7) = v(p0) I (pmas [Xi—1 (£) = X (D)]): (1.17)

Na proxima secgao estudamos o efeito de uma perturbagao a configuracao
de equilibrio devido a desaceleragao do primeiro veiculo, ou seja, o veiculo que
lidera o pelotao.

1.2 A perturbagao no deslocamento

Nesta seccao, conforme ja anunciamos anteriormente, o nosso objectivo é deduzir
um modelo para as perturbacdes nos deslocamentos dos veiculos de um pelotao
que se encontra a circular na configuracdo de equilibrio, quando o lider deste
trava por um instante e, de imediato, volta a acelerar até atingir a velocidade
com que se encontrava a circular.

Ora, consideremos um pelotao de N veiculos a circular numa via de trafego
na configuragio de equilibrio, conforme se ilustra na Figura 1 (na péagina 3).
Agora, suponhamos que ao passar no ponto z, = 0 da estrada, o condutor
do veiculo lider (do pelotdo) trava por um instante e volta a acelerar até que
o veiculo atinja novamente a velocidade com que se encontrava a circular na
configurag¢ao de equilibrio. Considera-se, no que se segue, que a contagem do
tempo se inicia no instante em que a desaceleracao comega.

Portanto, a velocidade do veiculo lider, que designaremos por Vi, é dado por

Vl(t):{ b1_ ) se {50 (1.18)



onde a constante v = v(p,) é a velocidade na configuracdo de equilibrio (pois,
nesta situagao os veiculos estao espacados numa densidade dtima p, = Pme=)
e b = b(t) é uma fungdo que supomos tomar valores em [0, 1], nula para ¢ < 0
e t > t; e continuamente diferenciavel e ndo negativa para t € [t,11], a que
chamaremos de funcao “desaceleragao-aceleracdo”. Aqui, t; denota o tempo
que decorre desde t, = 0 (instante em que o lider inicia a travagem) até o
veiculo atingir novamente a velocidade de equilibrio. Claramente, como se pode
constatar, b modela o processo de desaceleragao e aceleragao.

Notando que X;(0) = z, = 0, a posigao (verdadeira) do veiculo lider, X,
pode ser deduzida como funcao de tempo, integrando a sua funcao velocidade
V1 em ordem ao tempo, conforme se segue:

vt se t<0
Xai(®) :{ o(t — B(t)) se t>0, (1.19)
onde B(t) = fg b(s)ds.

Seja Y7 = Y (t) a posigao onde o veiculo lider estaria se o condutor nao tivesse
travado, isto é, a posi¢ao nao perturbada Yi(t) = vt. Assim, a perturbagdo no
deslocamento do veiculo lider, que designaremos por Zi, é dada por Zi(t) =
X1(t) — Y1(¢), ou seja,

0 se t<0

Zi(t) = { —vB(t) se t>0. (1.20)

Uma vez que o condutor do veiculo lider trava, para evitar colisdes, os con-
dutores dos restantes veiculos sao obrigados a travar, pelo que é também do
nosso interesse modelar as perturbagoes nos deslocamentos dos restantes N — 1
veiculos. Portanto, tratemos agora do caso 2 < i < N.

Sejam X; e Z; = X, —Y;, respectivamente, a posi¢ao (verdadeira) e a pertur-
bag¢ao no deslocamento do i-€ésimo veiculo. Y; é a posicao onde o i-€simo veiculo
estaria se o seu condutor nao tivesse travado. Recordando que na configuracao
de equilibrio a distancia entre o para-choques traseiro e o para-choques frontal
de dois veiculos consecutivos quaisquer é d e que o comprimento destes é L (ver
Figura 1, na pagina 3), pode-se facilmente deduzir que a distancia entre o para-
choques frontal do veiculo lider e o para-choques traseiro do i-ésimo veiculo é
(i —1)(d + L). Deste modo, concluimos que

Yi(t) = vt — (i — 1)(d + L)

0 se t<0
Zi(t):{ Xi(t)—vt+ (i —1)(d+L) se t>0. (1.21)

Antes de deduzir a equagao diferencial para a perturbacdo no deslocamento
(equagao-diferencial-atraso), que é o nosso principal objectivo nesta secgao, va-
mos transferir a restrigdo | X;_1 — X;| > L para restri¢do em Z; — Z;_1:

L < Xi_1(tq) — Xi(tq) = Zi_l(tq) — Zi(tq) +d+ L sse Zi(tq) — Zi_l(tq) <d.



A violagao de tal restrigdo por algum par de veiculos (4,7 — 1), ¢ > 1, significa
que estes colidiram-se e portanto, para ¢t > ¢,, o modelo perde a validade para
todos os que circulam atras (i — 1)-ésimo. Recordando que na configuragao de

equilibrio d + L = % = pe , a fungao (1.21) pode-se, de modo equivalente,
reescrever como:
0 se t<0
Zi(t) = Xi(t) — [vt - @] se t>0 (1.22)

e, notando que pela equagao (1.17),

LXit-47) = vIn {pmax [Yira () — Vi) + Zea () ~ Z0)}, (123)

tem-se a equacao-diferencial-atraso

Gatrn = vn{on [+ 20 - 20)] 1)
= ol {1 + "’“;a" (Z;_1(t) — Z,»(t)]} (1.24)

para 2 <1i < N, com a condi¢do inicial
Zit)=0set<0,1<i<N.

Observacao .2 E de notar que a equacdo-diferencial-atraso se obteve a partir
da equagao (1.23), usando as igualdades X;(t + 7) = Yi(t + 7) + Z;(t + 7),
Yi(t) = Xi(t) — Zi(t) = vt — L=U e v = In(e)o.

Substituindo a variavel ¢ por t — 7 na equagao (1.24), obtemos

d

ZZi(t) :U1n{1+ "’?" [Zi_1(t — 1) —Zi(t—r)]}, (1.25)

com a condi¢do inicial
Zit—1)=0set<7,1<i<N. (1.26)
Reservamos a proxima seccao para a dedugao da solucao da equacao-diferencial-

atraso.

1.3 O procedimento para determinar a solugao

Para encontrar uma solugdo explicita para a equagao-diferencial-atraso (1.25)
procedemos recursivamente sobre os intervalos de tempo [k7, (k 4+ 1)7[, notando
que o intervalo [0, co[ pode ser escrito como (J,~ [k7, (k4 1)7).

Observagao .3 Dada a func¢ao “desaceleragao-aceleracao” b, a perturbacao no
deslocamento do veiculo lider, Z1, € conhecida em toda parte em [0, 00].



Vamos agora investigar Z, sucessivamente nos intervalos [0, 1), [, 27), ...,
comegando com [0, 7).
Ora, pela equagao (1.25),

d
dt

v1n{1+pm‘“ (t—T)—ZQ(t—T)]}, (1.27)

com a condigao inicial Za(t — 1) = 0se t < 7. Sendo Z1(t) = Z2(t) = 0 para
t <0, claramente Z,(t — 7) = Za(t —7) = 0 se t € [0,7) e portanto

%ZQ( )=0, tel0,7),
pelo que Z;(t) = 0. Pois, o condutor do veiculo ¢ = 2 so inicia a travagem em
T.
Investiguemos Z5 no intervalo [r, 27).
Uma vez que t € [1,27) equivale a (t — 7) € [0,7), tem-se Za(t —7) = 0 em
[1,27) e portanto
d _ pmaX
%ZQ(> vIn{dl 4+ —=[Z1(t —7)]¢, te€][r,27).
Sendo Z; conhecido em toda parte, calcula-se explicitamente a solugdo de Zs
em [1,27). De facto, conforme o leitor ja deve ter constatado, em cada “passo”
do procedimento usa-se a solu¢ao de Z; em [(k — 1)7, kT) conjuntamente com o
facto de Z; ser conhecido em toda parte em [0, co[ para calcular explicitamente
a solugao de Zy em [k, (k + 1)7). Mais ainda, claramente, repetindo este pro-
cedimento, calcular-se-ha a solugdo explicita de Zs em [0, o[, ou seja, em toda

a parte.
Agora, usando o facto de conhecer Z5 em toda a parte em [0, o[, pode-se
calcular a solugdo de Z3 sucessivamente nos intervalos [0, 7), [, 27), ..., proce-

dendo identicamente ao sucedido no caso Z,, conforme descrito no paragrafo
anterior. Portanto, torna-se claro que usando o conhecimento de Z;_1, i > 1,
em toda parte no intervalo [0,00[, e Z; no instante ¢ < 0, se pode calcular Z;
sucessivamente nos intervalos [0, 7), [T, 27), ....

Portanto, conforme descrito, pode-se, teoricamente, calcular a solugao ex-
plicita para Z;, parai=1,...,i = N. Contudo, uma vez que em cada “passo”
do procedimento para encontrar a solucao de Z;, que acabamos de descrever, os
calculos integrais necessarios tornam-se cada vez mais complexos, um método
numérico de aproximagao pode constituir uma alternativa mais pratica para
determinar a solugao da equagao-diferencial-atraso. Um tal método, este que
introduzimos no capitulo 3, é o conhecido método de Fuler para aproximar a
solucao da equag¢ao-diferencial-atraso.

No proximo capitulo daremos respostas a algumas questoes.

2 Alguns resultados

Neste capitulo o nosso objectivo é dar respostas as seguintes questoes:
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1 Qual o tempo de reagdo méaximo (7) do condutor do veiculo i = 2, para
que, apos o condutor do veiculo lider (¢ = 1) ter iniciado uma travagem,
consiga acionar o travao antes do seu veiculo embater no deste?

2 Qual a distancia minima d* que deve manter o veiculo i = 2 em relacao ao
veiculo lider, para que, sabendo que o tempo de reagao do seu condutor é,
diga-se, 7 = 1, este consiga acionar o travao antes de embater no veiculo
lider, apds o condutor deste ultimo ter travado?

Suponhamos que um pelotao constituido por N veiculos de comprimentos
iguais a L = 6.1 m encontra-se a circular numa configuracao de equilibrio. Nesta
situagao, conforme vimos no capitulo anterior, os veiculos encontram-se espaga-
dos numa densidade dtima

Pmaz 1
o = —— = — =~ 0.06,
p e Le

isto é, aproximadamente 6 veiculos por cada 100 metros, e a distancia entre
o para-choques traseiro e o para-choques frontal de dois veiculos consecutivos
quaisquer é d ~ 10.5667 m. Suponhamos ainda que a velocidade méxima per-
mitida para a via onde circula é v;q,; = 100 km/h &~ 27.7778 m/s. Uma vez
que, conforme foi visto no capitulo anterior, as observagoes sugerem p, > pert,

tem-se
-1
o(ps) = 1%mmhl<pmaz>[hl(pmam>}
Po Pert

0.06e
0.04
considerando p..; = 0.04, isto é, 4 veiculos por cada 100 metros.

Suponhamos por fim que o processo “desaceleracao-aceleracao” do veiculo
lider & dado pela fungéo (ver a Figura 2)

Q

-1
277778[hz< )} =19.7641 m/s, (2.28)

0 se t<0
b(t) =4 —2(t—1)2+1 se 0<t<2 (2.29)
0 se t> 2,

pelo que, pela equacdo (1.19), a posigao do (para-choques frontal do) veiculo
lider, no instante genérico ¢, é dado por

vt se t<0
X1t) =< v({t—=B(t) se 0<t<?2 (2.30)
v(t—DB(2) se t>2

notando que B(t*) = B(2) sempre que t* > 2 e que a fungdo X; deve ser
continua. .

Atendendo a que B(t) = —(t_61) + £ — &, o sistema de equagdes (2.30)
reescreve-se como

vt se t<0
Xi(t) = 1(E%ﬁ+g+%)seogt<2 (2.31)
v(tf%) se t>2
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048 T T T T T

b(t) 1

03 q

0.2 A

0.1 q

Figura 2: Representagao grafica da fungao “desaceleragao-aceleracao” b.

e portanto, sendo v &~ 19.764 m/s, uma sua aproximagao sera (ver a Figura 3)

19.7641¢ se t<0
X,(t) = { 19.7641 (% +L+ é) se 0<t<2 (2.32)
19.7641 (t — 2) se t>2.
a0 T T T T T
Xa(t) [ 1
40+ B
or 4
0 g 0 i g 3 4
t

Figura 3: Representagao grafica da posigao (“verdadeira”) do para-choques frontal do lider do
pelotdo em fungdo do tempo. A ilustra-se a posigdo antes de travar e apds regressar a
velocidade a que vinha circulando, antes de travar, enquanto que a preto ilustra-se a posigao
durante o peridédo da desaceleragao-aceleragao.

Responder & questao 1 equivale a calcular o instante maximo ¢ = 7 que
verifica a inequacéo:

Yg(t) < Xl(t) - L, (233)
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onde X é a posicao do veiculo lider e Y5 é a posigao onde estaria o veiculo i = 2
se o lider nao tivesse travado.

Notemos que na configuragao de equilibrio Ya(t) = vt — (d+ L) ~ 19,7641t —
16.6667, conforme se ilustra a preto na Figura 4. Mais ainda, tal figura “sugere”
que a aproximagao para o tempo de reagdo que andamos & procura é superior a
1 s, mas inferior a 2 s.

40
X;(t) -L;
0+
Yz(t) r
ok
,20 L
i) L ! L I L L
-1 0 1 2 3
t
Figura 4: A e a preto encontram-se, respectivamente, as representagoes graficas da posigao

(“verdadeira”) do para-choques traseiro do veiculo lider e da posicdo onde estaria o para-choques
frontal do veiculo ¢ = 2 se o lider nao tivesse travado, em fungdo do tempo.

Com efeito, apds simples calculos, conclui-se que a solugao da inequagao
(2.33) determina-se resolvendo o sistema de inequagoes

—-d<0 se t<0
23—1t) <8 se 0<t<2 (2.34)
v—%d<0 se t>2,

que corresponde aproximadamente a resolver o sistema

—12.68 < 0 se t<0
t2(3—1) <3.2078 se 0<t<2 (2.35)
0.7441 <0 se t> 2

onde v & 19,7641 m/s, d = 10,5667 m e L = 6,1 m.

Segundo a terceira inequagao (0,7441 < 0, se t > 2), sendo esta impossivel,
para conseguir acionar o travao antes de embater no veiculo lider, o condutor
do veiculo ¢ = 2 terd que ter um tempo de reagao, 7, estritamente inferior a
2 s, 0 que vém confirmar a “sugestao” da Figura 4. Recorrendo a um software
(Matlab, neste caso) conclui-se que uma aproximagéo 7 para 7 é 7 = 1.4289 s,
o que significa que o condutor do veiculo 7 = 2 tera de ter um tempo de reagao
inferior a 1.4289 s para conseguir acionar o travao antes do seu veiculo embater
no veiculo lider. Isto vém uma vez mais reforcar a “sugestao” da Figura 4.
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Para responder & questao 2, suponhamos que o pelotao circula & velocidade
v & 19,7641 m/s e que o tempo de reagdo do condutor do veiculoi =2é 1 =1
s (um segundo?). O nosso objectivo agora ¢ determinar a distancia minima, d*,
em relacao ao lider, a que este deve circular, para que, sendo o seu tempo de
reagao 1 s, consiga travar antes de colidir, apos o lider ter travado.

Ora, uma vez que as fungoes Y5 e X; s@o estritamente crescentes, basta
determinar d* tal que:

Yo(7) < Xi(7) = L <= *(3— 1) < 6%*. (2.36)

Sendo 7 = 1 s, a solugao da inequagao anterior é d* > v X %, pelo que uma
solugao aproximada para (2.36) serd o intervalo ]6.588,...[. Concluimos assim
que, com um 7 = 1 8, o condutor em causa deve manter uma distancia superior
a 6.588 m do veiculo lider, para que, caso o condutor deste desacelere (segundo
a fungdo b), consiga acionar o traviao antes de embater nele.

Nota .3 Os resultados que solucionam as questoes 1 e 2 garantem unicamente
que, apos o lider desacelerar, o condutor do veiculo que circula imediatamente a
sequir consegque acionar o travao antes de embater, mas nao garantem que, apds
aciond-lo, consiga desacelerar o suficiente para evitar o embate. De facto, nesta
situacao, uma possivel colisao depende de muitas outras varidveis; destacando-se
a caracteristica do seu veiculo.

3 Uma aproximacgao para a equagao-diferencial-
atraso

Conforme “sublinhado” no final da secgdo 1.3, o aumento da complexidade dos
célculos em cada itere¢ao (passo) do procedimento para determinar a solugio da
equagao-diferencial-atraso (1.25), descrito nesta mesma secgdo, pode-nos facil-
mente convencer a usar um método numeérico alternativo a este procedimento.
Para tal, neste capitulo, usando o método de Euler, vamos deduzir uma equagao
algébrica aproximada, equacao esta resoluvel recursivamente.

A definicao de derivada permite-nos escrever

d_ . Zit+h)—Zi(t)
dtZ’(t)N h ’

(3.37)

onde 0 < h << 1, isto é, h é uma quantidade relativamente pequena.
Consideremos h = % uma unidade de tempo, com k um natural suficiente-

mente grande. Assim, o tempo de rea¢do é um maultiplo de h, isto é, T = %,

com M € N, e o instante genérico ¢, que é contado em unidades de h, é dado

por t = 7, com n € N.

21 segundo é o tempo médio de reagio dos condutores, segundo o Cédigo de Estrada
portugués.
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De acordo com a nossa aproximacao, a perturbacao no deslocamento do -
ésimo veiculo, apos n unidades de tempo, define-se por

ZF(n) == Zi(t) = Zi (%) : (3.38)

pelo que, obviamente, apés n + 1 unidades de tempo, tem-se
n

Zin+1) = Zi(t+h) = Z (3

+ h) . (3.39)

Pela equagédo (3.37), tem-se

d o Zit+h)—Zi(t)  Zi(F+h)—Zi (%)
aZi(t) ~ . _ k k

I
k
= k[Z(n+1)—Z;(n)]. (3.40)
Atendendo & definigdo de Z, tem-se
N 1
Zr(n—M)=2Z,(t—71)=Z (k(n—M)> .

Portanto, usando a defini¢do de Z} e a equagdo (3.40), a equagdo-diferencial-
atraso reescreve-se (aproximadamente) da seguinte forma:

Z¥(n+1) = ZF(n) + %ln{l + ”T [Z: (n— M) — Z;(n — M)]}, (3.41)
para ¢ = 2,3,..., N, com a condi¢ao inicial
Zi(n—M)=0sen< M, 1<i<N.

A aproximacgao para a perturba¢ao no deslocamento do lider, Z7(n) = Z1(t) =
Z1(%), é dado pela equagao (1.20).

A titulo de exemplo de aplicacao deste método, procuremos a caracterizagao
para Z, nos intervalos [0, 7] e [r,27]. Consideremos um pelotdo a circular nas
condigoes introduzidas na Secgao 2. Consideremos aindaT™=1se h = 1—10 s, isto
é, cada unidade de tempo igual a % de segundo, o que segnifica que M = 10.

Assim, para i = 2, a equacgao-diferencial-atraso escreve-se como

Zi(n+1) = Zi(n) + %ln {1 + p";‘”” (25 (n — 10) — Z&(n — 10)}} . (3.42)

com a condi¢ao inicial Z7(n —10) =0 se n < 10.
Ora, substituindo a fungdo B na equagao (1.20), tem-se

0 se t<0
Zi(t) =< 2t2(t—3) se 0<t<2 (3.43)
—2y se t> 2,

3

conforme se ilustra na Figura 5, assumindo v = 19,7641 m/s. Atendendo a que
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Figura 5: Representacao grafica da perturbacao mo deslocamento do veiculo lider. A
ilustra-se a perturbagao antes de travar e apos ter regressado novamente a situacao de equililibrio,
enquanto que a preto ilustra-se a perturbagdo durante o periodo de “desaceleragao-aceleragao”

o condutor do veiculo 7 = 2 s6 inicia a travagem no instante 7 = 1 s, conclui-se
que
Zy(t)=0sete[0,7[=]0,1]
ou, de acordo com a nossa aproximagao, que
n
Z3(n) = % (15
2(n) 270
Assim, como n € [0,10[< (n — 10) € [—10,0[, conclui-se também que Z;(n —
10) = Z3(n — 10) = 0, pelo que a equagao (3.42) produz

Z3(10) = Z3(9) = 0 se n € [0, 10].

) —0senel0,10[. (3.44)

Investiguemos agora Z, no intervalo [r, 27[= [1,2].
Portanto, concluimos que

Zi(n+1) = Zi(n) + fol”{l + ””;‘“” [z (% - 1)2 (1% 4)] } (3.45)

com n € [10,20][.

A Figura 6 ilustra uma aproximac@o para a perturba¢do no deslocamento,
73, do veiculo ¢ = 2 no intervalo de tempo [1, 2[, onde pode-se observar que esta
tende a decrescer exponencialmente. De facto, uma vez que o lider trava sem
nenhum aviso prévio, é natural que o condutor do veiculo ¢ = 2 efectue uma
travagem brusca e, portanto, dai o médulo da perturbag¢ao no deslocamento do
seu veiculo cresca exponencialmente até ao instante em que volta a acelerar.

4 Nota conclusiva

Conforme podemos constatar, apesar de assumir algumas hipoteses que, de certa
forma, divergem do que na préatica se verefica no trafego rodoviario, a equag¢ao-
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Zo(t) | . 1
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Zin) T 1
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-5 0 g 10 15 20
t=n/10
Figura 6: Representacao grafica da perturbagcao no deslocamento do veiculo ¢ = 2, para o

instante t < 2 s. A vermelho ilustra-se a perturbagdo antes de travar e a preto a aproximagcao para
a perturbagao em t = {5 € [1,2[.

diferencial-atraso que aqui introduzimos permite obter uma razoével caracteri-
zagao das perturbagoes nos deslocamentos dos veiculos que figuram num pelotao,
quando o lider deste desacelera; sobretudo quando este estiver a circular numa
via, em que a monotomia da condugao, imposta pela auséncia de curvas que
obrigam os condutores a alterarem consideravelmente as velocidades e as tra-
jetorias dos seus respectivos veiculos e pela existéncia de pavimentos em 6timos
estados de conservagdo em toda a sua extensdo, “obriga” o pelotao a (pratica-
mente) manter a configura¢io de equilibrio. Sendo a configuracdo de equilibrio
uma das fundamentais hipoteses sobre as quais se introduziu a equagdo em
questao, podemos afirmar que em vias que eventualmente incitam a monotomia
de condugao - nomeadamente, nas reservadas a automoveis e motociclos e nas
autoestradas - esta constitui um 6timo e imprescindivel modelo para caracterizar
as perturbacoes nos deslocamentos dos veiculos.

Mais ainda, podemos dizer que a flexibilidade da equacao-diferencial-atraso
em permitir um nimero N qualquer de veiculos a figurarem num pelotao, per-
mitindo portanto o calculo da perturbagcdo no deslocamento de qualquer um
destes, em qualquer instante ¢, bem como a sua eficiéncia em detetar colisoes,
conferem-lhe um notéavel lugar no seio da “modelacao matemaética”.

Um projeto ambicioso, sobre o qual poderemos mais tarde debrugar-nos,
podera ser o de deduzir uma equac¢ao-diferencial-atraso para a perturbacdo no
deslocamento que prescinda da configuracao de equilibrio e inclua, pelo menos,
a variagao dos tempos de reagao dos condutores, isto é, em vez de considerar
o0 mesmo tempo 7 para todos os N condutores, considerar, para o condutor do
veiculo i, ¢ = 1,..., N, um tempo de reagao 7;.
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A Uma consequéncia do procedimento para a solugao

O procedimento para calcular a solugao da equacao-diferencial-atraso que de-
screvemos na secgao 1.3 pode ser usado para demonstrar um dos mais famosos
resultados de existéncia para o problema de valor inicial para equagao diferen-
cial ordindrio (pioneiramente provado pelo mateméatico G. Peano). Aqui, vamos
provar uma versao mais fraca do referido resultado. Para a demonstragao de
um resultado geral e uma breve discussao, recomendamos Dow [1].

Antes de anunciar tal resultado, estabelecemos uma lista de “ferramentas”
que usaremos para a demonstragao:

e A cquicontinuidade de um conjunto de fungdes continuas;
e O (bem conhecido) teorema de Arzela-Ascoli;

e O procedimento para calcular a solugao da equagdo-diferencial-atraso.

Definicao .2 Seja S = {f : f uma fung¢ao continua definida em [a,b]}. Diz-se
que o conjunto S € equicontinuo, se Ve > 0, Vx € [a,b], 30 > 0, tal que

VfGS, |x—y|<5:>|f(x)—f(y)|<e7 Vyé[a,b].

A nocgao de equicontinuidade é mais forte que a nogao de continuidade, uma vez
que, entre outras razoes, enquanto este ltimo requer um § para cada f € S, na
equicontinuidade 6 nao depende de f € S.

Teorema .1 (Arzela-Ascoli) Seja{g,},cn uma sequéncia de fungoes equicon-
tinuos em [a,b]. Entao {gn},cn contém (admite) uma subsequéncia que con-
verge uniformemente para uma fung¢ao limite g continua em [a,b].

A demonstracao deste teorema envolve técnicas fora do alcance deste trabalho,
pelo que assumimo-lo valido, omitindo a prova.
Anunciamos agora o teorema de existéncia de Peano.

Teorema .2 Seja f uma fungao continua e limitada em (z,y) € [xg, o + a] X
R, com a > 0. FEntao existe pelo menos uma funcio y definida em x €
[0,z + a] tal que

y'(x) = f(z,y(x)), y(x0) = yo. (1.46)

Em particular, tal y € continuamente diferencidvel no seu dominio.

Demonstragao A.2 Sendo o problema de valor inicial (1.46) equivalente a
equagao

) =0+ [ C Iy, (1.47)

provaremos de forma equivalente a solubilidade desta dltima.
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Seja a > 0 um parametro. Consideremos a fungao aproximacao y, definido
por

_ gy se x < X
Yo (7) = { xo + f;o fltya()dt se xzp << x0+ a. (1.48)

Vamos agora estudar y,, sucessivamente nos intervalos [xg + (7 — 1), xg + ja,
j=1,...,N,e[zg+ Na,zo + a], onde N = L%J Efectuando o mesmo proced-
imento usado para calcular a solucao da equacdo-diferencial-atraso, conclui-se
inequivocamente que todas as fungoes y,, o > 0, sdo tinicamente definidos sobre
o intervalo [zg,zo + a]. Além disso, {ys}a>0 forma uma familia equicontinua
de fungoes limitadas. De facto, sendo f limitada, tem-se

Ya(@)] <aC e |y, (z)] < C,

com C uma constante.
Para a equicontinuidade, seja © € [zg,x0+ a], s € [so, S0 + a], arbitrario,
dy = min{zo, so} e do = max{xg, so}. Notemos que z, s € [dy,ds + a]. Assim,

Y () = ya(s)] < (a+d2 — d1)(2C + 1)

e consequentemente a equicontinuidade.

Seja agora {a, }new uma sequéncia que converge para 0. Consideremos uma
sequéncia yq,,,, que é uma familia equicontinua de funcoes, uma vez que y, é.
Pelo teorema de Arzela-Ascoli, {ya, } contém uma subsequéncia (que preferimos
também denotar por y,,), que converge uniformemente para, diga-se, y; de
forma curta, yo, — ¥.

Provemos que y,, (t — a;,) € ainda convergente para y(t). De facto,

|yan (t—an) —yt)] < ‘yan (t—an) — Yo, ®)]+ |yocn () —y@)|
< Cap+ |yozn (t> - y(t)| (149)

e, portanto, sendo y,,, —5 y, obtém-se a convergéncia uniforme.
Finalmente, usando a continuidade uniforme de f em [zg, o + a] e tomando
lim,, ,~ de Y., dado por (1.48), tem-se

lim y,, (x) = :E0+/ lim f(t,Ya, (t — an))dt
T n— o0

n—oo o
— w0t [ Fu®) = ). (1.50)
o
completando assim a prova.
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